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内 容 简 介 


全 书 共 二 十 章 , 前 六 章 是 属于 基础 知识 ,内 容 包 括 :整数 分 解 . 同 余 式 、 二 次 剩 
余 .多 项 式 之 性 质 、 素 数 分 布 概况 ,数论 函数 等 ;后 十 四 章 是 就 解析 数论 ,代数 数论 、 
超越 数论 , 数 的 几何 这 几 个 数论 主要 分 支 的 基础 部 分 加 以 介绍 ,内 容 包括 :三 角 和 、 
数 的 分 拆 、 素 数 定理 、 连 分 数 .不 定 方程 .二 元 二 次 型 . 模 变 换 .整数 矩阵 、p-adic 数 、 
代数 数论 导 引 、 超 越 数 、Waring 问题 与 Prouhet-Tarry 问题 . 数 的 几何 等 . 书 里 引述 
了 许多 我 国 古代 数学 家 在 数论 上 的 成 就 ,也 包含 了 许多 近代 数论 中 的 重要 成 果 , 例 
如 著者 关于 完整 三 角 和 及 最 小 原 根 的 结果 、 关 于 Prouhet-Tarry 问题 的 结果 、 
Виноградов 关于 最 小 二 次 非 剩余 的 结果 、Selberg 关于 素数 定理 的 初等 证 明 ,Roth- 
Siegel 定理 ,A. О. Гельфонд 关于 Hilbert 第 七 问题 的 证 明 、Siegel 关于 二 元 二 次 型 
ЯЕ ЯЕ Линник 关于 Waring 问题 的 证 明 „Шнирельман 关于 Гольдбах 问题 的 
结果 、Selberg 的 第 法 等 等 ; 书 中 也 包括 了 著者 许多 未 经 发 表 的 结果 . 

本 书 是 以 深入浅出 .循序 渐进 的 笔法 写成 的 ,读者 可 以 通过 它 看 出 如 何 从 一 个 
简单 的 概念 逐步 走向 深刻 的 研究 ,看 出 具体 与 抽象 之 间 的 联系 . 
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《华罗庚 文集 》 序言 


2010 年 是 著名 数学 家 华罗庚 先生 诞辰 100 周年 . 值 此 机 会 , 我 们 编辑 出 版 《 华 
罗 庚 文集 》, 作为 对 他 的 美好 纪念 . 

华罗庚 先生 是 他 那个 时 代 的 国际 领袖 数学 家 之 一 , 也 是 中 国 现代 数学 的 主要 更 
基 人 和 领导 者 . 无 论 是 在 和 平 建设 时 期 , 还 是 在 政治 动荡 甚至 是 战争 年 代 , 他 都 抱 
定 了 为 国家 和 人 民 服 务 的 宗旨 , 为 中 国 数学 的 发 展 倾注 了 毕生 精力 , 受到 了 中 国人 
民 的 广泛 尊敬 . 

华罗庚 先生 最 初 研究 数论 , 后 将 研究 兴趣 拓展 至 代数 和 多 复 变 等 多 个 领域 , НХ. 
得 了 一 系列 国际 一 流 的 成 果 , 引领 了 这 些 领域 的 学 术 发 展 , 产生 了 广泛 持久 的 影响 . 
他 从 一 名 自学 青年 成 长 为 著名 数学 家 , 其 传奇 经 历 激励 了 几 代 中 国 数学 家 投身 于 数 
学 事业 . 

华罗庚 先生 为 我 们 留 下 了 丰富 的 精神 遗产 , 包括 大 量 的 学 术 著作 和 研究 论文 . 
我 们 认为 , 认真 研读 这 些 著作 和 论文 , 是 深刻 把 握 华 罗 庚 学 术 思 想 精 艇 的 最 佳 途径 . 
无 论 对 于 数学 工作 者 还 是 青年 学 生 , 其 中 许多 内 容 都 是 很 有 启发 和 神 益 的 . 

华罗庚 先生 担任 中 国 科学 院 数学 研究 所 所 长 30 RE, 他 言传 身 教 , 培养 和 影 
响 了 一 批 国际 水 平 的 数学 家 ,他 的 学 术 思想 和 治学 精神 已 经 成 为 数学 所 文化 的 核 
心 . Ê 2008 年 起 以 中 科 院 数学 所 为 基础 成 立 的 中 国 科学 院 华罗庚 数学 重点 实验 室 ， 
旨 在 继承 和 弘扬 华罗庚 先生 的 学 术 思想 和 治学 精神 , 积极 推动 中 国 数学 的 发 展 . 为 
Ж, 我 们 选择 华罗庚 先生 的 著作 和 论文 作为 实验 室 的 首 批 出 版 物 , 今后 还 将 陆续 推 
出 更 多 优秀 的 数学 出 版 物 . 

在 出 版 《华罗庚 文集 》 的 过 程 中 , 我 们 得 到 了 各 方面 的 关心 和 支持 , 包括 国家 
出 版 基金 的 资助 , 在 此 我 们 表示 深 深 的 感谢 ， 同时 ， 对 于 有 关 人 员 在 策划 、 翻 译 
和 审 校 等 方面 付出 的 辛勤 劳动 , 对 于 科学 出 版 社 所 作 的 大 量 工作 , 我 们 表示 诚挚 的 
谢意 . 


中 国 科学 院 华罗庚 数学 重点 实验 室 
《华罗庚 文集 ) MER 
2010 年 3 月 
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本 书 的 序 文 已 经 写 了 不 止 一 次 ,修改 了 也 不 止 一 次 ,原因 是 十 多 年 来 作者 对 数 
学 的 认识 变化 了 ,客观 要 求 也 不 同 了 ,而 本 书 的 内 容 也 大 大 地 随时 代 而 发 展 了 , 因 
此 旧 的 序 文 也 就 不 适用 于 今日 了 ! 

一 切 还 是 那么 清晰 地 在 记忆 之 中 , 那 是 1940 年 左右 在 昆明 联 大 初次 讲授 数论 
的 时 候 , 就 计划 着 要 写 这 么 一 本 书 . 那 时 根据 已 有 的 札记 和 若干 新 作 就 写 了 八 九 万 
字 的 初稿 ,估计 着 再 写 两 三 万 字 , 就 可 以 出 版 了 . 但 是 何 处 可 以 出 版 ? 因此 也 就 上 
不 起 劲 来 完成 这 一 工作 了 . 在 美国 执教 的 时 候 ,又 补充 了 些 , 改 写 了 些 , 但 那 时 补充 
和 改写 都 是 为 了 教学 而 并 没有 考虑 整个 书 的 出 版 问题 . 

真正 积极 认真 地 工作 是 解放 以 后 的 事 . 因为 我 国 的 参考 书 少 ,因此 这 一 本 把 数 
论 做 一 个 全 面 介绍 的 书 的 写作 工作 就 被 提 到 日 程 上 来 .解放 后 工作 更 忙 了 ,但 是 说 
也 奇怪 ,在 同志 们 的 帮助 下 ,工作 进行 得 反而 更 快 了 ! 篇 幅 大 大 地 增加 了 ,并 且 添 
了 一 半 以 上 的 新 章节 ,采取 了 不 少 近年 来 的 新 成 就 一 -可 以 包括 在 本 书 范围 之 内 
的 新 成 就 . 

本 书 的 目的 除 掉 较 全 面 地 介绍 数论 上 的 若干 基础 知识 以 外 ,作者 还 试图 通过 
本 书 体现 出 几 点 粗浅 的 看 法 : 

其 一 ,希望 能 通过 本 书 具体 地 说 明 一 下 数论 和 数学 中 其 他 部 分 的 关系 . 在 数学 
史上 屡见不鲜 地 出 现 过 数论 中 的 问题 方法 和 概念 曾经 影响 过 数学 的 其 他 部 分 的 
发 展 ,同时 另 一 方面 也 屡 见 数学 中 其 他 部 分 的 方法 和 结果 帮助 了 数论 解决 其 中 的 
具体 问题 .但 是 在 今天 的 数论 入 门 书 中 往往 不 能 看 出 这 一 关联 性 . 并 且 有 一 些 “ 自 
给 自足 ”的 数论 入 门 书 会 给 读者 以 不 正确 的 印象 :就 是 数论 是 数学 中 一 个 孤立 的 分 
支 . 作者 试图 在 本 书 中 就 初等 数论 的 范围 尽 可 能 地 说 明 , 数 论 和 数学 中 的 其 他 方面 
ARR. 

例如 :素数 定理 与 Fourier 积分 的 关系 (因为 受 本 书 性 质 的 限制 ,我们 不 能 把 素 
数 定理 和 整 函数 的 关系 在 本 书 中 叙 出 ); 整 数 之 分 拆 问题 ,四 平方 和 问题 与 模 函 数 
论 的 关系 ;二 次 型 论 , 模 变换 与 Лобачевский 几何 的 关系 等 . 

其 二 ,从 具体 到 抽象 是 数学 发 展 的 一 条 重要 大 道 ,因此 具体 的 例子 往往 是 抽象 
概念 的 源泉 ,而 所 用 的 方法 也 往往 是 高 深 数 学 里 所 用 的 方法 的 依据 . 仅仅 熟 读 了 抽 
象 的 定义 和 方法 而 不 知道 他 们 具体 来 源 的 数学 工作 者 是 没有 发 展 前 途 的 ,这 样 的 
人 要 搞 深刻 研究 是 可 能 会 遇 到 无 法 克服 的 难关 的 . 数学 史上 也 屡见不鲜 地 刊载 着 


уз 序 
实际 中 来 的 问题 和 方法 促进 了 数学 发 展 的 事实 . 像 力学 、 物 理学 都 起 过 这 样 的 作 
用 . 从 数学 本 身 来 说 , 它 研究 的 最 基本 的 对 象 是 “ 数 "与 “ 形 ”, 因 此 ,“ 几 何 图 形 ” 所 引 
出 的 几何 直觉 ,和 由 * 数 ”而 引出 的 具体 关系 和 概念 ,往往 是 数学 中 极 丰富 的 源泉 ， 
因此 在 本 书 中 也 尽 可 能 地 提出 了 一 些 抽象 概念 的 具体 例子 ,作为 将 来 读者 进一步 
学 习 高 深 数学 的 感性 知识 . 

例如 本 书 第 四 、 第 十 四 章 中 提供 了 抽象 代数 中 好 些 概念 的 具体 例子 ,其 中 有 限 
域 的 例子 实质 上 说 明了 一 般 有 限 域 的 情况 . 

其 三 ,在 开始 搞 研 究 工作 的 时 候 ,最 难 把 握 的 是 质 的 问题 ,也 就 是 深度 问题 有 
时 作者 孜孜 不 倦 地 搞 了 好 久 自 以 为 十 分 深刻 的 工作 ,但 专家 却 认 为 仍 极 肤浅 . 其 原 
因 有 如 下 棋 , 初 下 者 自 以 为 想 了 不 少 步 , 但 在 棋 手 看 来 却 极其 平易 ,其 主要 原因 在 
于 棋 手 对 局 多 , 因 之 十 分 熟练 ;看 谱 多 , 因 之 棋谱 上 已 有 的 若干 艰难 着 子 在 他 看 来 
都 在 掌握 之 中 . 数学 的 研究 工作 亦 然 ,必须 勤 做 ,必须 多 和 “高 手 ” 下 (换言之 ,把 数 
学 大 家 的 结果 试 与 改进 ) ,必须 多 揣 摹 成 局 ( 指 已 有 的 解决 有 名 问题 的 证 明 ), 经 此 
锻炼 自然 本 领 日 进 . 因此 本 书 中 也 试图 在 这 一 方面 做 些 工 作 . 虽然 由 于 本 书 的 性 质 
并 不 能 将 数论 上 极 深刻 的 结果 包括 进去 ,但 是 作者 仍 尽 可 能 地 把 不 同 深度 的 方法 
予以 介绍 .例如 在 估计 pln) 之 值 时 , 先 用 最 简单 之 代数 方法 以 得 出 p(n) 最 粗略 的 
估 值 ,再 用 略 深 的 方法 以 得 出 log p(n) 之 无 穷 大 之 阶 . 本 书 并 指出 再 深入 用 所 谓 
Tauberian 方法 可 以 得 p(n) 之 无 穷 大 之 阶 ,更 指出 用 高 深 之 模 函 数论 之 结果 及 解 
析 数 论 的 方法 可 以 求 出 pCn) 之 展开 式 , 在 这 逐步 求 精 之 方法 中 极 易 表示 出 各 种 不 
同方 法 的 深度 . 

本 书 并 不 是 为 了 大 学 教学 而 写 的 . 它 的 内 容 大 大 地 超过 了 一 个 数论 课 的 范围. 
因 之 如 果 教 者 要 使 用 本 书 就 必须 予以 妥善 的 选择 . 一 般 说 来 ,利用 第 一 至 第 六 章 作 
为 基础 , 另 选 一 些 一 一 可 以 每 年 不 同 地 选 一 些 一 一 本 书 的 其 余部 分 作为 补充 材料 ， 
是 可 以 成 为 一 个 数论 人 门 课 的 教材 的 . 

基本 上 说 来 本 书 不 假定 读者 有 了 很 多 的 数学 知识 . 大 学 二 年 级 的 同学 就 能 看 
懂 本 书 的 绝 大 部 分 ,有 高 等 微 积分 知识 的 同学 就 可 以 除 8 9. 2, $ 12.14, § 12.15, 
Š 17.9 各 节 外 全 部 看 懂 , 而 那些 例外 的 节 仅 需要 极 简单 的 复 变 函数 论 的 知识 . А 
修 者 也 没有 什么 特殊 的 困难 . 

在 本 书 完稿 的 时 候 ,作者 由 庄 地 感谢 以 下 的 几 位 同志 : 越 民 义 , 王 元 , 吴 方 , 严 
士 健 , 魏 道 政 , 许 孔 时 和 任 建华 . 我 从 1953 年 开始 讲授 起 他 们 就 不 断 地 提 意 见 ,有 
时 还 替 我 做 了 局 部 的 改写 工作 . 在 印 讲义 和 排版 时 的 烦 元 工作 更 不 必 说 了 ! 其 中 
尤 以 越 民 义 同志 的 帮助 最 多 . 在 此 稿 用 讲义 形式 油印 寄 发 请 提 意 见 的 时 候 ,承蒙 张 
远 达 教授 提 了 宝贵 的 意见 ,在 此 一 并 致谢 . 

本 书 虽 然 经 过 了 集体 的 努力 ,但 是 错误 还 可 能 是 很 多 的 . 希望 读者 们 多 提 意 
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见 , 从 排 印 的 错误 一 直到 内 容 的 欠 当 . 本 书 也 包括 了 很 多 第 一 次 写 上 教科 书 的 结 
果 , 也 有 一 些 是 没有 发 表 过 的 研究 札记 ,因此 它们 的 表达 方式 还 有 很 大 的 修改 的 可 
ЕН. 关于 这 一 点 ,我 们 股 切 地 期 待 着 读者 们 宝贵 的 建议 . 

因为 迁就 原稿 ,本 书 还 是 用 简单 文言 写 的 ,如 果 读者 感到 不 方便 ,请 提 意 见 , 以 
便 再 版 时 修正 . 





华罗庚 
1956 年 9 月 ,北京 


本 书 习 用 符号 说 明 如 下 : 
定理 5. 3 表 同一 章 中 §5 之 定理 3, 余 类 推 . 
定理 2. 5. 3 表 第 二 章 $ 5 之 定理 3, 余 类 推 . 
[a] 表 不 超过 a 之 最 大 整数 ,{a) 表 a 之 分 数 部 分 ;(a) 表 a 和 它 最 靠近 之 整数 间 
之 距离 , 即 min(a 一 [a],[a] 十 1 一 a). 
с а,Ь, ес 之 最 大 公约 数 ;[a ,5b，,…,c] 为 其 最 小 公 售 数 . 
alb #a 除 得 尽 bia ъа 除 不 尽 b. 
Pp" адра {E р" а. 
атой т) Ж a—b Jy m 之 信 数 1a 天 0(mod m) 表 a 一 b 不 为 m 之 倍数 . 


Па, ааа. аа а, + аз Па, R Ea, HR d 过 mm 之 所 有 不 
同 因子 . 


(FF) Legendre 符号 ,定义 见 第 三 章 $ 1; (Z) Jacobi 符号 ,定义 见 第 三 章 


(a,b 





Š 61 设 d=0 № 1(mod 4) LEFF ,m >0, (2) ат Kronecker 符号 ,定义 见 第 


= $3. 
ind n Жп 之 指数 ,定义 见 第 三 章 § 8. 
2 f 表 多 项 式 f(z) 之 次 数 . 
WFK, Oo 一 之 定义 见 第 五 章 §1. 
wl(mn) 表 n 之 不 同 案 因 子 的 个 数 ;0(m) 表 n 之 全 部 素 因 子 的 个 数 . 





max(a,b,…,c) 表 示 а,Ь, ‚с 诸 数 中 之 最 大 者 ;minCa,6b，,…,c) 则 表 其 中 之 最 
Л. 

Rs KOS MRE. Ks OREN. 

у 表示 Euler 常数 . 


{asb,c) 表 示 二 次 型 ar? 十 bry 十 ey, 见 第 十 二 章 §1. 

Gozon rO RUR z non z 的 交 比 , 见 第 十 三 章 8 3. 

А=в 表示 二 方 阵 A,B ERA. 

аА 表示 a 为 集合 A 之 元 素 ;BSA 或 A 忆 B 表示 集合 B 为 集合 A ZTR. 
мл M 之 矩 , 见 第 十 四 章 $ 9. 

La VRM a var 


符号 说 明 
一 表示 相似 , 见 第 十 二 章 $ 1 ,第 十 三 章 8 6, 第 十 四 章 8 5, 第 十 六 章 $ 12. 








11 1 Pen š 
Га, al，…vav] 或 “+ tap U ЖЕМЕ Ж: = [мо а › a, ] R 
其 第 个 渐 近 分 数 . 
S(a) Sa” 十 a 十 … 十 a" 表 代数 数 a 之 迹 ,N(a) =a "a" а Ва ZE. 








aR аза, 之 判别 式 ;A 二 A(R(9)) 表 代数 数 域 R(9) 之 整 底 之 判 
别 式 , 亦 即 基数 ,定义 见 第 十 六 章 $3, $4. 

9(m) 之 定义 见 第 二 章 § 3. 

liz 之 定义 见 第 五 章 2. 

xz) 之 定义 见 第 五 章 Š 3. 

Ap(m) 之 定义 见 第 六 章 Š 1. 

dm) 之 定义 见 第 六 章 S 1. 

an) 之 定义 见 第 六 章 S 1. 

A(m) 之 定义 见 第 六 章 Š 1. 

Ai(n) 之 定义 见 第 六 章 § 1. 

X(m) 之 定义 见 第 七 章 $ 2. 

p(n) 之 定义 见 第 八 章 §2. 

(zx) 之 定义 见 第 九 章 1. 

人 由) 之 定义 见 第 九 章 8 1. 

8(k) 之 定义 见 第 十 八 章 §1. 

G(k) 之 定义 见 第 十 八 章 §1. 

v() 之 定义 见 第 十 八 章 §5. 

NN() 之 定义 见 第 十 八 章 6. 

AM(k) 之 定义 见 第 十 八 章 Š 6. 


кож Riemann £ RC. 

ес) =e" er 一 ee 

50а 0 = оен ЕВ 00 = 50,0. 
5‹л,т)= нче пт) = 1128 Gauss Ж. 


Заа) ед». 
本 表 所 列 符 号 车 在 其 他 意义 下 使 用 ,在 使 用 之 前 当 有 说 明 . 


序 
符号 说 明 
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$1 整除 性 … 
$2 素数 及 复合 数 - 
ўз RRM 
$4 整数 之 模 -. 
$5 唯一 分 解 定理 
$6 最 大 公 因 数 及 最 小 公信 数 
$7 逐步 淘汰 原则 - 
$8 一 次 不 定 方程 之 解 
$9 REN 
$10 Mersenne 数 及 Fermat Ж - 
п 连 乘 积 中 素 因数 之 方 次 数 … 
$12 MALAR ……… 
з 多项式 之 分 解 … 


я-ж ARR … 





























$1 定义 … 
$2 20 
$3 22 







$4 p TRR? I-IS 
$5 9(m) 之 讨论 … 
$6 同 余 方程 
$7 孙子 定理 
$8 高 次 同 余 式 
8$ 9 素数 乘 方 为 模 之 高 次 同 余 方程 
810 Wolstenholme 定理 … 
























































第 三 章 二 次 剩余 …… 
$1 定义 及 Euler 判别 条 件 35 
$2 计算 法 则 …… -37 
$3 mit . 39 
$4 实际 算法 … -43 
$5 二 次 同 余 式 之 根 数 - 45 
$6 Jacobi 符 号 - 46 
$7 二 项 同 余 式 48 
$8 原 根 及 指数 … 50 
$9 缩 系 之 构造 … 51 
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$1 多 项 式 之 整除 性 … 61 
$2 ۰ 62 
$3 64 
$4 ۰ 66 
$5 ۰ 67 
$6 . 69 
$7 -7 
8 Fermat 定理 之 推广 
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MER 素数 分 布 之 概况 … 
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$2 
$3 
$4 
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$6 Чебышев 定理 
$7 Bertrand 假设 
$8 以 积分 来 估计 和 之 数值 90 
$9 Чебышев 定理 之 推论 … 93 
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$10 ”之 素 因子 的 个 数 
$0 жга 
$12 等 差 级 数 中 之 素数 问题 
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52 积 性 函数 之 性 质 
$3 Möbius 反 转 公式 
$4 Möbius 变换 
$5 除数 函数 — 
$6 关于 概率 之 二 定理 
$7 表 整 数 为 二 平方 之 和 
$8 分 部 求 和 法 及 分 部 积分 法 
$9 加 内 整 点 问题 … 
$10 Farey RRIA 
$11 Виноградов 关于 函数 的 分 数 部 分 和 的 估 值 定理 
$12 Пи E HSE RES 




























114 
116 
121 








§14 Dirichlet 级 数 
$15 Lambert 级 数 


第 七 章 三 角 和 及 特征 … 
$1 剩余 系 之 表示 法 … 





146 








$7 由 完整 和 到 不 完整 和 oo. 165 
зв 特征 和 D (Ee) шан - 

$9 原 要 之 分 布 问题 
$0 含 多 项 式 之 三 角 和 -… 


第 八 章 “与 棋 贺 模 函数 有 关 的 几 个 数论 问题 
ут ан с 





169 





114 











目录 





§2 
$3 
$4 
$5 
$6 
$7 
$8 
$9 


第 九 章 素数 定理 … 


#1 
$2 
$3 
$4 
$5 
$6 
$7 
$8 


第 十 章 HIK SEDR … 


51 
$2 
$3 
$4 
$5 
$6 
$7 
$8 
$9 
$10 
§11 
$12 


整数 分 拆 … 
Jacobi 等 式 

分 式 表示 法 

分 拆 之 图 解法 
pO) Zt 
平方 和 问题 
жж 
关于 平方 和 问题 之 总 结 















引言 
Riemann《 函数 
若干 引 理 … 
Tauber 型 定理 
素数 定理 … 
Selberg 渐 近 公式 
素数 定理 的 初等 证 明 
Dirichlet 定理 … 


























211 


简单 连 分 数 … 
连 分 数 展开 之 唯一 性 
最 佳 渐 近 分 数 
Hurwitz 定理 
实数 之 相似 
循环 连 分 数 
Legendre 之 判断 条 件 
二 次 不 定 方程 
Pell ERE 

Чебышев 定理 及 Хинчин 定理 

一 致 分 布 及 под 1) 之 一 致 分 布 性 … 


255 
259 
261 


一 至 分布 之 判断 条 件 ……… 





目录 “us 


$2 一 次 不 定 方程 
{з 二 次 不 定 方程 
$4 Ж#аг+вту+су 
$5 求解 方法 … 
$6 商 高 定理 之 推广 
§7 Fermat 猜测 
$8 Марков 方程 
$9 RIE r+ +H? Fu 
$10 三 次 曲面 之 有 理 点 
第 十 二 章 二 元 二 次 型 
$1 二 元 二 次 型 之 分 类 … 
$2 类 数 有 限 … 
$3 Kronecker 符号 
$4 次 型 表 整 数 之 表 法 数 -. 
$5 次 型 的 mod q 相似 
$6 二 次 型 的 特征 系 . 族 … 
$7 级 数 K(d) 之 收敛 性 
$8 双 曲 遍 形 及 椭圆 内 的 整 点 数 
$9 平均 极限 … 
$10 类 数 的 解析 表示 法 
п 基本 判别 式 
$12 类 数 公式 
$13 Pel 氏 方 程 的 最 小 解 
514 若干 引 理 
815 Siegel 定理 


模 变换 … 


$1 复 虚 数 平面 …… 
$2 线性 变换 之 性 质 - 
$3 线性 变换 下 之 几何 性 质 
$4 KER 
$5 模 变 换 
$6 基 域 … 
$7 жым … 













































= B š 


Зв 模 群 之 构造 
$9 二 次 定 正 型 
$10 二 次 不 定型 … 
п 二 次 不 定型 的 极 小 什 


第 十 四 章 


#1 
$2 
$3 
$4 
$5 
$6 е 
$7 因子 分 解 .标准 素 方 阵 
$8 最 大 公约 . 最 小 公信 





























$9 ЖО aa. За 
第 十 五 章 p-adic <. 
$1 引言 … 
$2 赋值 之 定义 890 
392 


бз 赋值 之 分 类 
$4 亚 几米 得 赋值 
$5 非 亚 几 米 得 赋值 
$6 有 理 数 之 少 扩张 
$7 扩张 之 完整 性 
$8 рас 数 之 表示 法 
$9 应 用 … 





第 十 六 章 “代数 数论 介绍 …… 


$1 代数 数 
$2 代数 数 域 
$3 基底 
$4 вк 
$5 整除 性 
$6 理想 数 
$7 理想 数 的 唯一 分 解 定理 нее 










目录 





$8 
$9 
$10 
$ и 
$12 
$13 
5м 
#15 
$16 
$17 
$18 


第 十 七 章 
$1 
$2 
$3 
54 
$5 
$6 
$7 
$8 
$9 

第 十 八 章 


$1 
$2 
$3 
$4 
$5 
$6 
$7 
58 


第 十 九 章 。 Швирельман 密 率 


§1 


理想 数 的 基底 
同 余 关系 












网 几 里 得 域 与 单 域 
判断 Mersenne 数 是 否 素数 之 Lucas 条 件 … 
不 定 方程 





代数 数 与 超越 数 … 


超越 数 之 存在 定理 … 
Liouville 定理 及 超越 数 例子 
代数 数 的 有 理 通 近 定理 … 

Roth 定理 之 应 用 
Thue 定理 之 应 用 
。 之 超越 性 … 
之 超越 性 

Hilbert 第 七 问题 
Гельфонд 之 证 明 … 
















Waring 问题 及 Frouhet-Tarry 问题 


< 499 
- 499 
= 501 
< 504 
< 507 
= 509 
- 510 
< 514 


引言 mee 
кюй Gü) Z FR 
Cauchy 定理 … 
初等 方法 示例 
有 正 负 号 之 较 易 问题 
SEARE - 
Prouhet-Tarry 问题 













э 516 





= 516 





密 率 之 定义 及 其 历史 





$2 
ёз 
$4 
$5 
$6 
$7 


第 二 十 章 


$1 
$2 
$3 
$4 
$5 
$6 
$7 
$8 
$9 
$10 
§11 


参考 文献 … 


RARI 


和 集 及 其 密 率 … 
Со!4Ьасһ-Шнирелъман 定理 
Selberg 不 等 式 … 
Goldbach-llInupenbman 定理 之 证 明 - 
Waring-Hilbert 定理 … 
Waring-Hilbert 定理 的 证 明 















二 维 空间 之 情况 … 
Minkowski 之 基本 定理 
一 次 线性 式 
二 次 定 正 型 
线性 型 之 乘积 
联 立 渐 近 法 … 
Minkowski 不 等 式 
线性 型 之 乘 方 平均 值 
Чеботарев 定理 … 
在 代数 数论 上 的 应 用 
1A| 的 极 小 值 … 





















第 一 章 整数 之 分 解 


在 本 章 中 ,如 无 特别 声明 , 常 以 小 写 拉丁 字母 
asb, pr Ty 


代表 整数 . 本 章 之 目的 在 证 明 唯一 分 解 定理 (定理 5. 3) ,并 旁 及 其 应 用 . 
пж 除 性 


自然 数 是 指 1,2,3,… 之 一 而 言 ;整数 乃 指 
= 
之 一 而 言 , 故 自然 数 即 正 整数 . 显然 二 整数 之 和 , 差 积 仍 为 整数 . 此 项 性 质 可 述 为 : 
“请 整数 所 成 之 集 ,对 加 , 减 . 乘 三 种 运算 自封 ". 
命 a 为 一 实数 .今后 常 以 [a] 表 最 大 之 整数 不 超过 a 者 . 例如 
[3] = 3,[/2] = 1,[x] = 3,[ 一 x] =—4. 
Ha Е, Я [а] 即 为 a 之 整数 部 分 ! 显 然 有 下 之 不 等 式 ， 
[a] <a <(a]+1. 


Фа SRB. > 0, 则 有 





立 得 
а= [Е ри, о<т<» 
由 此 可 得 : 
定理 1 任 与 二 整数 a 及 5b(b > 0), 必 有 二 整数 9 及 ~ 使 
а=фФ+т, 0<r<b. 

7 名 为 以 5 Ra 所 得 之 最 小 正 剩余 . 

EX 若 最 小 剩余 为 0, 则 a 名 为 5 之 倍数 . 换言之 , 若 有 一 整数 ,使 得 

а= в, 


.2. 


数论 导 引 





MUN b 可 整除 a;a 称 为 6 之 信 数 ,b 称 为 a 之 因数 ,以 


bla 
RZ. HERA 
lla, 510. 

对 任 一 a。 取 0 有 

ala. 
又 以 

bta 
表示 "不 能 整除 =. 


# a = be, b ЗЕ а 又 非 1, 则 5b 称 为 a 之 真 因数 . 
关于 整除 性 ,显然 有 下 列 定 理 ; 
定理 2 # b 0, 0,WJ 
ПЖ | asc | bW с | аз 
2) 若 651a, 则 ke | ась 
3) 若 c | d.c 1。, 则 对 任意 的 m,n, 有 
c | dm + m. 
定理 3 #b Ea 的 真 因数 , 则 
1<161<1а1. 


яш 1. # ,为 正 整数 , 则 [ Г®1]= ге]. 
习题 2. 若 ”为 正 整数 , 则 





[e+ [a+] Бачы" 


п 
习题 3. 证 明 不 等 式 
[2a] + [28] > [а] + [а + 8] + [8]. 


8 2. 素数 及 复合 数 


今 将 自然 数 分 为 三 类 : 
(D1, 只 有 自然 数 1 为 其 因数 ， 





(iDp, 恰 有 二 自然 数 1 及 p 为 其 因数 . 换言之 ,p КТІ 且 无 真 因 数 之 自然 


GD AARAM ARK. (此 类 之 数 ,有 两 个 以 上 的 因数 . ) 


第 二 类 数 名 为 素数 (prime), 第 三 类 数 名 为 复合 数 (composite number). # А. 


第 一 章 ”整数 之 分 解 з. 


W p RR. 

2 所 能 整除 之 数 谓 之 偶数 ; 非 偶 数 之 整数 名 为 奇数 . 显然 大 于 2 之 偶数 当 非 素 
ж. 

定理 1 非 1 之 自然 数 皆 可 分 解 为 素数 之 积 . 

WE n KK, ABA. SE n ERK, TT o 为 其 最 小 真 因数 . 由 定理 1. 3， 
可 知 gq 为 素数 . 命 





n=qm, 1<m <n 
En ВУЖ. ARERR MA q Я п 之 最 小 素 因数 ,而 得 
n= фат, 1<m <m <n. 
ЭНН п> m > m > … > 1. 此 项 手续 ,不 能 超过 n 次 , 故 最 后 必得 
mag 





其 中 Qi q, WARU. 定理 已 明 . 
例如 ;10725 = 3? e 57. 11' • 13! 
将 定理 1 中 所 得 之 素 因 数 排 成 
п = рїїрї+*р#, a > Oras > 0,+",а, >0, 
Pi <p << рь. 
此 式 名 为 n 之 标准 分 解 式 , 或 标准 表示 法 . 
标准 分 解 式 之 唯一 性 , 即 所 谓 “ 算 术 基本 定理 ”, 将 在 5 中 论证 之 . 


зж ж 


最 初 之 若干 素数 为 
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,--- 
若 N 并 不 太 大 , 求 小 于 N 之 诸 素数 ,并 非 难事 . 有 所 谓 Eratosthenes KIEK. 
# n< N, 而 ” 非 素数 , 则 " 必 为 一 不 大 于 VN 之 素数 所 整除 先 列 下 所 有 不 超过 N 
之 整数 : 


2,3,4,5,6,--- „М. 





陆续 除去 : 

(D4,6,8,10,… 即 由 2° 起 之 一 切 偶数 ; 

《iD9,15,21,27,… 即 由 3° 起 之 一 切 3 的 倍数 ， 

011)25,35,55,65,-- 即 由 5° 起 之 一 切 5 的 倍数 ;… 
继续 行 之 , 待 不 大 于 VN 之 素数 之 倍数 , 概 行 除去 以 后 ,所 余 者 即 为 不 大 于 N ZR 
ж. 现在 所 做 出 之 素数 表 , 无 一 不 由 此 法 略 加 变化 而 得 者 

素数 表 之 最 准确 者 为 Lehmer 氏 表 :List of prime numbers from 1 to 10,006, 





753 数论 导 引 





721,Carnegie Institution, Washington 165 (1914). 

Lehmer 还 著 有 因数 分 解 表 :Factor table for the first ten millions, Carnegie 
Institution, Washington 105(1909). 

我 们 已 知 一 个 39 位 的 素数 

297 一 1 = 1701,41183,46046,92317,31687,30371,58841,05727. 
而 

180(2” 一 1 十 1 

则 是 一 个 79 位 的 素数 . 

至 目前 为 止 , 所 知道 的 最 大 的 素数 为 2" 一 1, 共 687 位 . 

27 — | = 231,58417,84746,32390,84714,19700,17375,81570, 

65399,69331,28112,80789,15168,01582,62592,79871. 

此 乃 最 大 之 复合 数 ,而 未 能 更 出 其 分 解 式 者 . 证 明 时 沸 需 机 样 帮助 并 用 特殊 方法 
本 书 中 将 岳 述 证 明 此 诸 事 实 之 方法 ,但 不 涉及 其 元 长 计算 ( 见 8 3.9 $16.15). 
兹 将 5,000 以 内 之 案 数 表 附 在 第 三 章 之 末 . 


834. 整数 之 模 


模 (modulus) 者 乃 对 加 减 自封 之 一 数 集 . 换言之 , 若 m Jt n МЕЖ, mE 
n 亦 属 此 模 .只 有 0 之 模 谓 之 零 模 . 又 如 全 体 整 数 成 一 模 . 凡 之 倍数 也 成 一 模 . 

今 所 讨论 者 乃 仅 有 整数 之 模 . 由 定义 易 知 : 

定理 1 

D 任何 模 中 必 含有 О; 

2) 4 a,b 在 模 中 , 则 am 十 如 亦 然 ,m,n 为 任何 整数 . 

证 ,1) 模 中 任 取 一 数 a, 则 0 = a 一 a ж. 

2) 若 a 在 模 中 , 则 2a = а+а,За = 2a 十 a,… „та WERUH. 同样 地 亦 在 模 中 , 
故 得 定理 . 

定理 2 任 与 二 整数 a 及 5, 则 所 有 形 如 am + bm 之 整数 成 一 模 . 

此 定理 至 为 明显 , 考 须 证 明 . 

жюз 任 一 非 零 之 模 , 必 为 一 正 整数 之 诸 倍 数 所 成 之 集合 

证 : 命 d 为 此 模 中 之 最 小 正 整数 , 则 其 他 之 数 必 为 此 d 之 倍数 . 因 着 不 然 , 设 n 
在 模 中 而 非 d 之 倍数 , 则 由 定理 1. 1, 有 二 整数 4 R r 使 

n=da+r, 1<r<a. 

由 模 之 定义 ,可 知 ~ 一 ”一 四 在 此 模 中 ;此 与 4 之 原 假定 之 性 质 相 违背 . 故 模 内 其 他 
各 数 必 为 了 之 倍数 . 又 车 а 在 模 中 , 则 d 之 倍数 亦 在 模 中 . 定理 已 明 . 
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EX 命 a,6 为 二 整数 . 于 定理 3 中 取 形 如 am 十 如 所 成 之 模 , 则 此 定理 证 明 
中 所 得 之 d 名 为 a,5 之 最 大 公 因数 ,以 (a,b) 表 之 . 
定理 4 (a,b) 有 如 下 性 质 : 
(i) AEM ry lab) = ах 十 bys 
GD 对 任 二 整数 r.y VH (a,b) | ar + by, 
(ii) # e | ave15, 则 e| (a,b). 
(由 (Giii) 可 知 ,最 大 公 因 数 即 最 大 的 公共 因数 . ) 
证 :(i) 及 (ii) 可 由 定理 4. 3 立刻 推 得 ,(iii) 可 由 (i) 直接 推 得 . 
RX #ab)=1, Wa b MER. 
附 言 : 在 定理 3 之 证 明 中 , 实 已 提示 一 通常 所 熟知 之 求 最 大 公 因 数 法 , 即 驾 
相 除 法 , 此 亦 名 为 Euclid 计算 法 . 我 国泰 九 韶 于 数学 九 章 (1247 年 ) 中 亦 论 及 之 . 
fl. Ik a = 323,5 = 221. 由 Euclid 算法 可 得 
323 = 221。1 十 102. 
故 102 在 形 如 ar 十 by 之 整数 模 中 又 
221 = 102 .2 十 17， 





故 17 亦 在 模 中 . 因 

102 =17.6, 
故 17 为 该 模 之 最 小 正 整 数 , 即 17 = (323,221). 用 此 法 可 求 出 定理 4(i) 中 之 xz 及 
У. 

17 = 221—2.102 

= 221 — 2(323 — 221) 

一 3 .221 一 2。323， 
&r=—2,y= 3. 

HK REHME ЛЛК Бн. 


$ 5. 唯一 分 解 定 理 


定理 1 ЖРУЖЖНР| 46,1 aR plo 
WEH pra Wap) = 1. 由 定理 4.4, 知 有 二 整数 z,y, 使 
zat+yp=1. 
故 
zea +b ep =b. 
{H ра, tk p | b. 
定理 2 #c>0,K(a,b) = d,W(ac,bc) = de. 


ss 数论 导 引 
证 :有 = 及 y 使 





za + = a, 


zac + ус = ас. 

#k(ac,bc) | de. 另 一 方面 ,由 | a, PI} cd | om; 同 样 ,cd | Ф. ас | (ac ,be). 合 此 
二 结论 立 得 定理 . 

定理 3 nn 之 标准 分 解 式 是 唯一 的 . 换言之 , 若 不 计 次 序 , 则 л 仅 能 由 唯一 之 方 
法 表 为 素数 之 积 . 

证 :由 定理 1 显然 可 知 , 若 

P | abert, 

M pRa, bcl PZ. 特 如 a,b,c,… l EARE a,b,c. l h 
=. 

假定 

п = pi ph = pp = qh qh qy 
为 n 之 二 种 标准 分 解 式 , 则 由 上 述 原则 , 任 一 户 必 为 g 中 之 一 ,而 任 一 4 亦 必 为 户 中 
Z=. tkk = j Hh 
рр < роф < < <, 
可 知 
p =Q. 1<i<k 
Жаль М рь 除 之 ,可 得 





左边 为 户 之 倍数 ,而 右边 则 否 ,此 不 可 能 . 同样 a < b, 也 不 可 能 . 故 a = b, ВАЕ 
m. 

此 处 顺带 说 明 不 视 1 为 素数 之 道理 . 因为 如 把 1 视 为 素数 , 则 在 n 之 标准 分 解 
式 前 ,可 乘 以 1 之 任何 次 等 ,而 唯一 性 被 破坏 矣 . 


习题 1. 证 明 以 下 各 数 非 有 理 数 ( 有 理 数 者 乃 形 如 全 20). 
Іов2, (2. 


习题 2. 若 已 知 


1024" _ s _ 
logie 1023 < 1025 ~ 108° 30.82 一“ 





MR A 
во 1024 — 4" 


{з = 99 _ 
logie T24 T26 4. logw gg. 100 ©' 
则 
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19610812 = 59 + 5а + 80 — 3c — 8d + 4e. 
并 试用 avbvcvdve ЖЕ 108.3 及 108,41, НКО log? 至 小 数 第 十 位 ,以 说 
明 此 法 在 实际 计算 上 有 用 处 . (已 知 log,10 = 2. 3025850930. ) 





$ 6. 最 大 公 因 数 及 最 小 公 倍数 


定理 1 命 a,b 为 二 正 整 数 ， 为 其 素 因数 , 书 
а= a, 20, 


b.20, pi <p < p 





则 





其 中 ev = min(a,,b,). 此 处 及 今后 将 以 minlar: sesan) Жп Pz ох. 中 之 最 
л. 
此 定理 乃 属 显然 . 
定义 ” 命 a,b 为 二 正 整 数 ,a,b 篆 能 整除 之 数 , 谓 之 a,b 之 公 倍数 ;其 中 之 最 小 
正 数 名 为 最 小 公 倍数 . 公 倍数 之 存在 ,并 无 问题 , 因 ab 即 为 其 一 ; 故 最 小 公 倍数 之 
存在 , 亦 无 问题 . 
定理 2 ”如 定理 1 之 假定 ,a,b 之 最 小 公 倍数 为 
¿w Te 
HP e, = max(a,,b,). 此 处 及 今后 将 以 max(z 
大 者 . 
证 :显然 e 可 为 a R b 所 整除 .反之 ,着 
e = ph espa 
可 为 a 所 整除 , 则 a, < т,. 0 е 可 为 a Kb 所 整除 , 则 a, < m, b, < m, W 
max(a,,b,) < m.. Же | e. MEE. 
显然 可 得 : 
定理 3 a,b 之 任 一 公 倍 数 必 为 其 最 小 公 售 数 之 倍数 . 
定理 4 [а] жа, АЛАН, М 
[a,b](a,b) = ab. 








ут.) Rn eb z. 中 之 最 


证 : 命 





а= р Рр < <р. 
则 


ab = pA pf, 
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[а›5](а,Ь) = pa tsa ээ... p 





故 只 须 证 明 
x+y = max(r,y) + min(z,y) 
即 是 .但 此 乃 显然 , 故 得 定理 . 
今 用 归纳 法 定义 多 个 数 之 最 大 公 因 数 及 最 小 公 倍数 .a1，,…,a, 之 最 大 公 因 数 


为 
avg) = (Cars sami) yan); 
其 最 小 公 倍数 为 
Lar stran] = [[a srani ran]. 
定理 5 @ 
则 





读者 自 证 
习题 1, 证明 下 列 二 等 式 : 


(а ) = Cars a) бань» а.)), 








习题 2, 证 明 下 列 二 式 ， 





а, 


Гаа.) = 





习题 3. а, ，,…,a, 为 n 个 整数 , 则 (a,，,…,a,) 为 形 如 aizi 十 … 十 avz, 诸 整数 
所 成 之 模 中 之 最 小 正 整 效 . 
习题 4. 求 出 一 组 zx,y,z 使 
6x + 15у+ 20z = 17. 
习题 5. 今 有 散 钱 不 知 其 数 , 作 七 十 七 陌 穿 之 , 欠 五 十 姿 穿 , 若 作 七 十 八 陌 穿 之 ， 
不 多 不 少 . 问 钱 数 若 干 . ( 答 :2106) 严 蒜 , 通 原 算法 (1372). 


$7. 逐步 淘汰 原则 


定理 1 设 有 N 件 事物 ,其 中 NN, HER a, N, EAER, N.a 件 兼 有 性 
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№, 件 兼 有 性 质 =,B 及 Y,…. 则 此 事物 中 之 既 无 性 质 a, 又 无 性 质 B, 又 
者 之 件数 为 





证 : 命 P 为 一 事物 之 兼 有 人 种 性 质 a 
НЯ, 





HNP FN ФНО М, №, 
-中 出 现 (2 一 а D 次 ;于 мое BHM (f) = 





Ha Z DA= 2) Кз. k> 1, 则 于 (A) 中 共 出 现 


1- (0) G) (f) а-о о 


2 人 3 

ЗК. НЕ = 0, 则 无 ep， 诸 性 质 之 P FCA 中 出 现 之 次 数 为 1. 故 得 所 云 . 
今 应 用 此 原则 :“ 性 质 a” 视 为 “不 大 于 a”,… ,可 得 : 
定理 2 车 a,b,…,k,l 为 任意 非 负 之 数 , 则 

ka) =а+ь+ FRY 

a,b)» — min(k, D 

+ min(a,b,c) ++ 

Лы 








max(a,b, 






+ min(a,b, sk, D). 
证 : 取 最 初 N(> max(a,6b,…,k,L)) 个 正 整 数 . 无 性 质 a,8,… 之 数 之 个 数 为 
N — тахба sby 1) ,此 后 应 用 定理 1 即 得 . 
由 定理 1 也 可 推 得 ， 
定理 3 
[a ,***,a,] = алина, Саз заз) Са, asa.) Саз заз заз) (ал ча, t 
读者 可 自 证 之 . 同样 可 得 : 
定理 4 
Cars san) = ача Га, sa: “awı sa, J [a заз sas JoCa petra, 
HW: F6 之 习题 1,2 及 定理 7.3 及 7.4 建立 一 “对 偶 原则 "(principle of 
duality) ЮС 5 与 [“] 可 以 互 换 . 
习题 . 命 a 小 为 正 整数 , 求 1,2,…,n 中 与 a 
ж. 





LEER ERZ 


数论 导 引 





$ 8. 一 次 不 定 方程 之 解 


由 定理 4.4 可 知 : 
定理 1 方程 
ar+by=n 
ЖЖ т, у 的 必要 且 充 分 之 条 件 为 (a,5) | п. 
定理 2 #(a,b) 一 1, 且 zavye 为 
ar+by =n 
之 一 解 (此 解 之 存在 无 问题 ), 则 (1) KZN RF TKN 
r= = +k, у= уа. 
且 对 任何 整数 :, 此 皆 (1) 式 之 解 . 
证 :由 
ах+бу=п 
及 
ах, + bya = п 
可 得 
a(r— z) +b(y— у) = 0. 
因 (a,b) = Ltk a | y— yo. 


则 


以 此 代入 (1) 式 ,显然 适合 . 


a) 


定理 3 (a,b) = 1,420,620. АКТ abab MOTRA ax 十 by(z 


> 0,y > 0) ЖЖ. {Н ab—a— ЖЖ. 
证 :由 定理 2 可 知 

п = az + 

之 解 必 为 
х=®+, y=x—a 
之 形 . 今 求 :使 z R y 都 非 负数 . 可取 4 之 值 使 
0<y ~at <a, 
即 
0<x—a<a-1. 

H BE аг 
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(zo Нда = п— Су —at)b > ab —a —b— (аЬ =— a, 
即 


zo +k >—1, 
故 
tote > 0. 
又 若 
ab-a-b=ar+b, 120, y>0, 
则 
а = (z + a + (y+ Db. 
(a,b) = 1, 故 
al O+, b| Get, 
m 
y+l2a, х+1>Ь. 
立 得 
ab = (z + Па + (y + 1)5 > 246. 
此 不 可 能 . 


以 上 定理 亦 可 述 为 :车 a > 0,0 > 0,(а,6) ==1. 则 吧 一 a 一 6 为 最 大 之 整数 不 
MEH artiy :>0,у > 0) 表 出 者 .推广 此 问题 至 三 个 变数 :; 命 a,b,c 为 三 正 整数 ， 
Н (а,Ь,с) = 1, 求 最 大 之 整数 不 可 由 ar 十 by 十 cz(z 宇 0,y 宇 0,z 宇 0) 表 出 者 .此 
力 一 未 经 解决 之 问题 . 

习题 1. 若 a > 0,b > 0, (a,b) = 1, 则 方程 









ar+by=n 

之 非 负数 解答 之 个 数 为 [ 蕊 或 [号 +1. 

[提示 ,应 用 [o] 一 [有 = [a 一 向 或 [a 一 局 十 1.] 

习题 2. 设 a,b,c 为 三 正 整数 , 且 

(a,b) = (b,c) = (cya) = 1. 
求 最 大 之 整数 之 不 可 由 
bez + сау + а, r220,y20,z2> 0 

表 出 者 CE abc — ab — № — са). 


习题 3. 求 出 z 十 2y 十 3z = л, 222 0,у 之 0,z 之 0 之 解数 
[提示 :此 式 之 解答 数 为 


£ 
a-a- 
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之 展开 式 中 r 之 系数 . 用 部 分 分 式 法 可 得 所 需 . 1 


(+3 _ 1 一 D ,22m 
(E — q+ | 


з 4. 鸡 用 一 ,值钱 五 ; 鸡 母 一 ,值钱 三 ; 鸡 稚 三 ,值钱 一 . 百 钱 买 鸡 百 只 , 问 鸡 
BE ESLE? ске). 








$ 9. 完全 数 (perfect number) 


定理 1 on 为 n 之 诸 因数 之 和 . 若 n = pt: 则 








证 :显然 
Рр. O< r, < a,0< r, За, 
为 nn 之 所 有 的 因数 ,而 无 其 他 . 故 


a(n) 





显然 立刻 可 得 
定理 2 Ват) = 1, 则 
обтп) = обт)а(п). 

ME fb обл) Л) ТЙС 68% 2 —%. 数论 函数 之 有 定理 2 之 性 质 者 , 谓 之 
积 性 函数 (multiplicative function). 

EX Poln) = 2n, 则 nn 谓 之 完全 数 .例如 

а= 1+2+3,28 一 1 十 2 十 4 十 7 十 14. 
ЖЕЗ # p= 2" 一 1 为 素数 , 则 
p+ = 2)2 1 

力 一 完全 数 , 且 无 其 他 偶 完全 数 存在 . 

证 :1) 由 定理 1 知 


[p+ D)= = к=} = (@ D+ = рр+1). 
2) # а 为 一 偶 完全 数 . 命 
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则 由 定理 2, 


故 





但 «Ат FA u ЖЮ. ЇЇ оси) № u 的 所 有 因数 之 和 , ku HW E, BI u 


为 素数 , 且 


pE NT 


FI U 
定理 于 是 证 明 . 
习题 1. 并 明 olm) = a(n) = т +n 有 次 之 三 解答 : 


284 | 17296 | 9363584 
шю | зв | зто 


习题 2. 求 证 :车 一 正 整数 为 其 诸 因数 ( 除 其 本 身 之 外 ) 之 积 , 则 此 数 为 一 素数 
之 立方 ,或 为 二 不 同 素数 之 积 , 且 无 其 他 正 整 数 具 此 性 质 . 


$ 10. Mersenne 数 及 Fermat 数 


是 否 有 奇 完全 数 存在 , 乃 数论 中 著名 难题 之 一 . 由 上 节 之 结果 可 知 , 偶 完全 数 
之 问题 一 变 而 为 求 形 如 2" 一 1 之 素数 之 问题 . 此 种 案 数 乃 所谓 Mersenne Ж. 有 一 
Mersenne 数 即 有 一 偶 完全 数 . 是 否 有 无 穷 个 Mersenne 数 存在 , 亦 为 数论 上 之 难 
м. 

定理 1 #n>Il,R a =1 NRHN a = 2, 及 为 素数 . 

ВЕ. a > 2, 则 (a 一 1 | 0а" — 1). а" 一 1 ER 8. 

# a = 2 їп = Ы, 90 —1) | (2" — 1). 

故 2 一 1 为 素数 之 问题 , 今 已 化 为 2 一 1 为 素数 之 问题 . 命 

М,=2 —1. 
迄今 所 已 证 明之 结果 为 : 当 
р = 2,3,5,7,13,17,19,31,61,89,107,127,521,607,1279,2203,2281 

时 M, 为 素数 , 即 Mersenne 数 :相应 有 17 个 偶 完全 数 . 

与 Mersenne 数 有 相似 形式 者 ,有 所 谓 Fermat 数 , 此 对 分 圆 问题 ,其 有 用 处 . 
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定理 2 若 2" 十 1 为 素数 , 则 mm = 2°. 
证 :车 m 有 一 奇 因子 gq, 命 m = т, 
27 +1= (20+1 = (2 FDO 一 …… 十 D， 

而 1 之 2" 十 1 27 十 1. 故 2" 十 1 非 素数 . 

ЖЕ, = 27 十 1. 此 名 为 Fermat 数 .最 前 五 个 Fermat 数 是 

F, =3,F, = 5,Е, = 17 257,F, = 65537, 
都 是 素数 . 根据 此 种 事实 ,Fermat RN FL F. W Ж. 但 Euler + 1732 年 举 出 
F; = 2? + 1 = 641 х 6700417. 

故 Fermat 之 猜测 并 不 真确 . 

附注 :“641 | F," MIER: a = 2',b = 5, W a— b = 3,1 + ab —b' 
1+3b = 2+. 故 

2° +1 = (2a) +1 = (+ —b)a +1 = (1 +abda' +1 — a'b, 

此 必 为 1 十 ob ВТ. Ti 1 + ab = 2' + 5° = 641. 

近 若 干 年 来 关于 Fermat 数 之 结果 ,总 结 如 次 : 当 

п = 6,7,8,9,11,12,18,23,36,38.73, 

Е, WER. 故 除 了 开始 之 五 案 数 外 ,是 否 尚 有 Fa 为 案 数 之 情形 存在 , 实 可 怀疑 . 
故 Fermat 此 一 推测 实 属 不 幸 之 至 . 今 已 有 反 推测 “Fermat 数 仅 有 有 限 个 素数 存在 ” 
KR. 

Gauss 曾 证 明 , 若 F. ЖЖ ИЕ F. 角形 可 用 圆规 及 直 尺 作出 , 故 Fermat 数 
之 为 素数 之 问题 ,在 几何 学 上 有 其 特殊 的 应 用 . 

















§ 11. 连 乘积 中 素 因 数 之 方 次 数 


定理 1 命 记 为 一 素数 .于 n! 中 轧 之 方 次 数 等 于 


BHEE- 
此 级 数 中 仅 有 有 限 项 不 等 于 零 . 
证 :于 
n= 





.2(p 一 D + 
ре (pF 2p р — Оре + 
Ре. 





中 有 [号 ] 个 户 之 售 数 ,有 [ 号 ] 个 之 信 数 ,等 等 . 故 得 定理 . 
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定理 2 ё 


-rtr 
г) Aa- 
此 为 一 整数 . 
证 : 今 将 利用 下 之 公式 
Га) — [8] = Га — 80 Ria — 8+1. O 


其 证 明 极 易 ( 且 已 于 习题 8. 1 中 用 及 之 ). 由 定理 1, 于 (”) 中 必 之 方 次 数 为 

- >( [EF] 
HCD 可 知 此 式 > 0. 
例 .车 n= 1000, 








[e] [9] e [e] a. 
故 1000! 中 3 之 方 次 数 为 
333 十 111 十 37 十 12 十 4 十 1 = 498, 


习题 1. 求 10000! 中 7 之 方 次 数 . 


за 2. ж (1990) 5 之 方 次 数 . 


习题 3. 若 * 十 * 十 … 十 上 一 m 则 





为 整数 . 更 证 明 若 n 为 案 数 ;而 max(r,s，…,t) < n, 则 此 数 为 ”之 倍数 . 


$12. 整 值 多 项 式 


定义 мс 为 整数 时 , 若 一 多 项 式 f(z) 之 值 常 为 整数 , 则 此 种 多 项 式 谓 
之 整 值 多 项 式 . 
例如 : 整 系数 之 多 项 式 为 整 值 多 项 式 . 又 如 
(=)- жж. р 


亦 为 整 值 多 项 式 . 
以 Af(z) 表 f(z 十 1) 一 f(z), 则 有 
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жа: 2(7)- (3) 


жд(2)— Dz 


= "(rz—r+2) 
Е 四 








工 一 r 士 2) _ х(а—1)--(а—г+1) 





«+0900 (, *‚). 
定理 2 ” 凡 “ 次 之 整 值 多 项 式 必 可 表 成 
а) (о) +a (т) 


RP aa FER. 且 对 任何 整数 a,，,… ,a КИВИ, 
证 :1) 如 此 之 多 项 式 显然 是 整 值 多 项 式 . 
2) 任 一 上 次 多 项 式 /(x) 必 可 写成 


0,21) (не 





z 


f = a (z 
显然 


z 
k—1 
进而 以 A' f(z) KAASE) Ж A'f(r) = AAT a) 
У) = аз САС) о = альт САС) о = asss, 

BSa) 为 整 值 多 项 式 , W ДС) ДС), 亦 然 . 故 f(0), САУ Сә), 
CAT Са) re， HF BEC, BO aa °" ,a 管 为 整数 . 

定理 3 ”对 任意 整数 z, 一 整 值 多 项 式 f(z) 之 值 缘 为 m 之 信 数 之 必要 且 充分 
条 件 为 


Af (аа о) +a. 











т | Cass sao); 
此 处 ai ,vas 之 意义 如 定理 2. 
证 法 与 定理 2 同 . 
定理 4 (Fermat). 命 户 为 一 素数 ,对 任 一 整数 z. — r 必 为 p 之 倍数 . 
ЧЕ р = 2,001 z — r = z(z 一 1), 定 理 显然 . 故 可 设 户 二 2. 
fr f(z) = 1? т. BR f(0) = 0 R 
AfG) = (+P — a? — (r+ D+ 


= (a+ (tet (gf): 
此 式 中 之 系数 皆 为 p 之 倍数 (习题 11.3). 以 0 代入,f(1) 为 p 之 倍数 ;以 1 代入 ， 


SD 为 户 之 倍数 ;等 等 . 故 f(zx) 之 值 常 为 p 之 倍数 .车 为 负 整 数 , 则 由 z* 一 z = 
— [< 2) 一 (二 z)], 定 理 显然 成 立 . 
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习题 1. 推广 定理 2 及 3 至 多 变数 之 情形 . 

习题 2. ЕЯ n(n + 1) (2n + 1) 是 6 之 信 数 . 

习题 3. 4 m Ë n 过 诸 正 整数 时 ， 
т+-рот+п—1)от+п—2) 


亦 过 诸 正 整数 , 既 无 遗漏 ,也 无 重复 . 
习题 4. 若 一 k 次 多 项 式 ,对 于 连续 k 十 1 个 整数 皆 取 整数 值 , 则 此 多 项 式 必 为 整 
值 多 项 式 . 
习题 5. 车 /( 一 z) = fla) W f(zx) 名 为 奇 多 项 式 . 整 值 奇 多 项 式 之 形式 为 
(на (1) на (2). 
ЖАБ а оза, 为 整数 . 
ЭШ 6. # /( 一 z) = f(z), 则 f(z) 名 为 偶 多 项 式 . 整 值 偶 多 项 式 之 形式 为 


(т) 


ана (а (а. (ат 


т 
ЖЖ а оза 为 整数 . 


$ 13. 多 项 式 之 分 解 


定理 1 Mgr) RID 为 二 整 系数 多 项 式 ， 
R(z) = ax! + фа, ww 天 0， 
AUD = baz" ++, bo #0, 








及 
BDAC) = ст” + Не». 
则 
багоч nas) Ы) = Cim atso). 
证 :可 假定 (al,…，vas) = 1,6) = 1 而 不 失 其 普遍 
U p| Сенко) 及 
p| Canran), pras 
а). ptb.. 

由 定义 可 得 


„= D) ab. 


其 中 除 ab, BZ RN p ZER. 因 рга... ph Cura ВЕ РА Ceum rco). № 
与 假定 相 违背 . 故 任何 素数 管 不 能 整除 (eo,-，… sco). 
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ЖХ BID 为 一 有 理 系数 多 项 式 , 若 有 二 非常 数 之 有 理 系数 多 项 式 g) 
及 h(z) 使 





fe) = gGOhCG). 
则 f(z) 谓 之 可 分 解 或 可 化 (reducible). 不 然 , 则 谓 之 不 可 分 解 或 不 可 化 
(irreducible). 
Bl. x —2 RF +1 FNRI; 3z' 十 8z 十 4 为 可 化 , 因 其 可 分 解 为 (3z 十 
2)(z 十 2). 
定理 2 (Gauss). f f(D) 为 一 整 系数 多 项 式 . 若 
fe) = Сова), 
此 处 glr) Al) 为 二 有 理 系数 多 项 式 . 则 有 一 有 理 数 y 使 


1 
(z), Al) 
жо, уйе 


ЖЖ. 
证 :可 假定 f(z) 之 系数 之 最 大 公 因 数 是 1 有 二 整数 M 及 和 使 
Mg(z) = ал+ Ба, Жа ЖЖ, 
Nh(z) = baz" + db, HD ERK, 
ММС) = сыл” + e+ с. 
由 假定 及 定理 1 可 知 
MN = (си, co) = Cars sao) ор). 
fr 





7 





S Tarea) 
M ес Жл) WA 8 W. 


定理 3 (Eisenstein), @ 
S = са" ++ 

为 一 整 系数 多 项 式 . 若 p {cusp lc (0<i< n,.B p kc MI f(r) 为 不 可 化 . 

证 :假定 f(z) 为 可 化 . 由 定理 2 可 知 

f(z) = g(z)h(z), 
дб) = az! + фас, h(z) = baz" БЫ, 
l+m=n, 1>0, m>0, 

фа R b, WAER. h co = asb. K p | co FIRI p | ао IÈ p | bo. Ék p | oo, 则 由 
р? Yabo = co 可 得 p Hbo. 

Х g(z) 之 系数 不 能 皆 为 户 之 倍数 , 因 若 不 然 , 则 p | с.. 故 可 假定 

Pl баазаа) pfta, 11. 
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由 
e, = ab + == Баз, 

MA pte Rr < 1 < m, 此 与 假定 相 违背 - 

由 此 定理 , 立 得 以 下 诸 结果 : 

定理 4 2" 一 为 不 可 化 . 故 VP 为 无 理 数 . 

mms ZL 一 x7 十 … 十 十 1 为 不 可 化 

证 : 命 z 二 y 十 1, 则 上 式 变 为 

Fot- = + +(#)у tetp 


易 见 除 第 一 系数 外 , 缘 为 p 之 倍数 ,而 常数 项 非 pr 之 倍数 . 
习题 .证明 次 之 诸 式 皆 不 可 化 ; 
2+1, +l, a+ +1, 


第 二 章 同 余 式 


ж Ж 


@ mn 为 一 自然 数 ,车 a 一 6 为 m 之 倍数 , 则 谓 之 “a,b 对 模 m FR congruent)”, 
以 


а = b(mod m) 
表示 之 .反之 ,以 
a Ф b(mod m) 
表示 a 与 6 对 模 m RER. 
例如 :31 =— 9<шо4 10). 
对 任 二 整数 a 及 6, 常 有 
a = b(mod 1). 


同 余 之 观念 ,在 日 常生 活 中 ,时 常用 及 . 例如 :星期 三 上 课 一 次 ", 即 有 此 观念 ， 
其 所 用 之 模 为 七 . 又 我 国 古 时 所 创 之 干支 纪年 也 属 此 类 , 即 以 60 为 模 之 纪年 法 也 . 
我 国 对 此 问题 有 极光 荣 之 历史 ,如 孙子 算 经 有 “ 物 不 知 其 数 "一 问 , 即 为 同 余 式 研究 
之 洲 艇 .此 问题 之 原文 如 次 





今 有 物 不 知 其 数 数 之 剩 二 ,五 五 数 之 剩 三 ,七 七 数 之 剩 二 , 问 物 几何 ? 
用 以 上 所 述 之 符号 表 之 , 即 为 求 正 整 数 工 使 

х=? (mod3)， 

z=3 (той 5), 

ж=2 (той 7). 


故 “ 物 不 知 其 数 " 问题 , 即 为 求 著 干 个 同 余 式 之 公 解 也 - 
$ 2. 同 余 式 之 基本 性 质 


定理 1 
(Da = атой т) СЯН): 
Gi) 3 a = b(mod m), 则 

b = a(mod m)( 对 称 性 ); 


en. 








= c(mod m)( 传 递 性 ). 
ЖЕНИЯ Я, ЖЗ. 由 此 三 项 性 质 可 以 分 整数 为 若干 类 ,同类 之 数 皆 
同 余 , 异 类 者 皆 不 同 余 ,此 项 之 类 ,名 为 同 余 类 (residue class), 显然 ,如 以 т 为 模 ， 
BAH m PERR: H m 所 整除 之 诸 数 成 一 类 ,以 m 除 余 1 之 数 成 一 类 , 余 2 之 数 
成 一 类 ,等 等 . 

每 类 中 各 取 一 数 为 代表 , 此 代表 组 名 为 一 完全 剩余 系 (complete residue 
system). 


定理 2 # 








а =b, (тойт), 





MJ 
ata =mb+b, аа, =b—bı (тойт), 


аа; = №, (mod т). 
此 定理 之 证 明 , 亦 不 困难 , 今 仅 举 最 后 一 式 之 证 明 ， 
т | аба + (а, —b) = аа, — №. 

定理 2 也 可 改 述 如 次 : 任 与 二 类 A,B, 其 中 各 取 一 代表 a 及 6 , 命 a 十 b( 或 4 一 b， 
W ab) 所 代表 之 类 为 C. 则 C 仅 与 4,B 有 关 , 而 与 其 所 取 之 代表 无 关 . 亦 即 A,B 中 
各 取 一 数 ,其 和 必 在 C 中 . 故 可 定义 类 C 为 类 A 类 B 之 和 .以 C=A+B 表 之 .同样 ， 
可 以 定义 A 一 B 及 A，B. 由 定理 2 也 可 推 得 "对 模 m 之 诸 类 ,对 加 减 到 自封 "但 对 
除法 不 一 定 可 能 ,例如 3.，2 三 1.2,2 三 2(mod 4), fB 3 # 1(mod 4). 惟 吾 人 有 次 
之 定理 : 





定理 3 # 
а = bd (mod m) 
c=d (тойт) 
(сот) = 1, 则 
a=b (тойт). 
证 :由 
(a—b)e+b(e—d) = ac = =0 (mod m) 
可 得 
т | (a —b)e. 
Elem) = 1, 故 得 


т |а. 


ЦО т 之 倍数 所 成 之 类 . ВЯ 
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A+O=A, А.0=0. 
又 以 I 表 以 m 除 余 1 诸 数 所 成 之 类 , 易 见 
А-1=А. 
前 例 及 定理 3 说 明 : 由 
А.В=А.С 

不 一 定 可 得 B= C. 但 A 中 之 数 与 m 为 互 案 ( 注 意 ; 如 A 中 有 一 数 与 m 互 素 , 则 其 他 
诸 数 也 与 m ER) WTH B = C. 

Шт УЖ p , WR O 2 26 5 m ER. 故 得 “对 素数 户 ,所 有 的 同 
余 类 对 加 减 乘除 自封 ,但 行 除法 时 ,不 能 以 O ER”. 


$3. ЯН ЖА Ж (reduced residue system) 
WWE R ARA 中 有 一 数 与 m EK W A 中 所 有 数 皆 与 m KK. 或 运 述 


为 类 A 与 m H.R. 628 A 5m 互 案 , 由 定理 2.3, 在 人 可 定义 B/A. RIY A? ie 
ПА. 例如 ， 














2 |3 
(mod 5) 
A" | x rE) 
Ајо а |: | [аә мы 
Ах Î1 | x | x< ax | 8 
4|。| : |: | [4% ]% р 
Аха [е Тез [е 
RPX” 表示 “无 意义 ". 


EX Жет) AS m 3. R 2 38 2 ЛЖ. К plm) 名 为 Euler 函数 .在 与 m 互 
素 之 诸 类 中 各 取 一 代表 
а 
аљ —@ ж ЖКН ЖК Ж. 例如 : 
$) = 1,62) = 1,9(3) = 2,9(4) = 2 等 等 . 
此 plm) 也 可 述 为 :不 大 于 m 且 与 m 互 素 之 正 整数 之 个 数 . m р 为 素数 ， 
Шур) = p-1. 





“a * 


zga 





arrar y sagn 
为 一 缩 系 ,及 (tvm) = 1, 则 
ka, skaz s+ kaso 
亦 为 一 缩 系 . 
证 :显然 有 (ha,,m) = 1. 故 每 一 数 代表 一 与 m 3 R 2 38. вы. = ka, 
(mod т). 因 (k,m) = 1, 故 得 a, = а, (mod m). 故 各 数 代表 不 同 的 类 . MISE. 
定理 2 (Euler). #(&,m) = 1, 则 


krm =1 (шойт). 








证 :由 定理 1 易 知 


«т 
По. >= He (mod m). 


9 (т,а,) = 1, 故 得 I 
В =1 (mod m). 
Jk т = p, 349 Fermat 定理 (定理 1. 12.4) 
定理 3 若 p 为 素数 , 则 对 所 有 之 整数 a 有 次 之 同 余 式 
а’=а (mod p). 


$4. p 可 整除 27 — 1 否 ? 


于 1828 x Abel 曾 问 及 有 素数 p 及 整数 a 使 
ат! =1 (тоёр) 
否 ?Jacobi IÑ, р < 37, 适 合 此 式 之 解答 为 
РЕП, а=3 9. 
p=29, а=14 


р= 37, а= 18, 
近来 Fermat аага 更 刺激 此 方面 之 进展 . 关于 Fermat 最 后 问题 ， 
有 次 之 定理 . 


f p HARR. EAEN ryz ik 
ду +z =0, руху, 


2 = 





(mod p) O 
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жо 





3' =1 (mod $’). (2) 
是 否 有 能 同时 适合 (1) 及 (2) 之 素数 p 存在 , 尚 为 一 未 曾 解 决 之 问题 . 
定义 # 


а= 





(mod p°), 
Mi a 名 为 Fermat 解 , 不 然 调 之 非 Fermat Ж. 
显然 二 Fermat 解 之 积 仍 为 一 Fermat 解 . 一 Fermat 解 及 一 非 Fermat 解 之 积 为 
一 非 Fermat 解 . 若 分 解 一 非 Fermat 解 为 素 因 数 积 时 , 必 有 一 素 因 数 为 非 Fermat 
м. 
定理 1 命 。 及 5 为 户 之 二 Fermat 解 , 则 决 不 能 有 q 使 
qp =а+ь, рід. 





证 :由 定义 已 知 
а’=а, b'=b (mod p) 
故 
а =а+& (mod р’). (3) 
Жар = a £ b,p rq M 
а’ = CFb+ qp) =F (mod р’). 
即 得 
а Ы =0 (mod р). 
以 此 代 人 (3), 得 出 a 士 6 = qp = 0(modp'). Ж — FM. 
定理 2 3 为 11 之 Fermat 解 . 


WE; 
3° = 243 =1 (mod 11). 
к 
3% =1 (med 11). 
定理 3 2 1093 之 Fermat Ж. 
证 : 命 p = 1093, 则 
3 = 2187 = 2р+1, 
故 
39 = 4p+1 (той р); (4) 
又 


外” 输 近 之 研究 ,可 于 上 结论 中 尖 人 
wt = (mod p) sn = 2,3, 47. 


я-ж 同 ж R © + 





2" = 16384 = 15p— 11, 




















故 
9 =— 330p +121 (mod p°), 
3°. 2* ч=—2970р-+ 1089 (mod p) 
2969p—4 
10р—4 (mod p), 
3? e 2™ e 7 = 2170р — 28 
—16р—28 (mod р’). 
故 
3" 2" —4р—7 (mod p'). 
用 二 项 式 定理 得 
3 2987 = (4p — 7) ш—7.4р+7°—7' (mod p), 
故 
34.2% ш—4р—1 (mod p") (5) 
由 (4) 及 (5) № 
3*.2"ш—3", 2 ml (mod p"), 
к 


299 = 1 (mod p'). 
定理 4 3 1093 之 Fermat №. 
证 : 若 3 为 Fermat 解 , 则 3’ 亦 然 . 显然 , 一 1 为 一 Fermat Ж. IN 
з'—1=2р. 
故 由 定理 1 即 得 所 证 . 
定理 5 小 于 100 之 素数 ,无 同时 适合 (1) 及 (2) 者 . 


ЧЕ. 2 ЖЗ W Fermat ¥. W 2,3" № 2' + 3" 亦 皆 为 Fermat 解 . 当然 1 也 是 


Fermat #. 定理 5 可 由 定理 1 及 以 下 之 计算 得 之 : 
2 1, 3=2+1, 5=2+3, 7=2:+3, 1=2+3', 
13 = 2 +3',17 = 2++3°,19 = 2 二 3,23 =— 2° +3,29 = 243, 
31 = 2? +3,37 = 2 — 3,41 = 2 +3,43 = 2+3’ ,47 = 2'e 3 
53 = 2. 3 —1,59 = 243,61 = 2° — 3,67 = 2° +3,71 一 2 3—1, 
73 = 2° + 31,79 =— 2 +3*,83 = 2 +3',89 = 2' +3,97 = 2' +3, 
1 Lehmer REHE p < 253,747,889 时 , 必 有 一 不 大 于 47 Z m fË 

т? #1 (modp'). 
HZ Fermat 最 后 定理 之 一 部 分 乃 得 证 明 - 
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$5. p(m) 之 讨论 


定理 1 Hmm) = 1,z 过 mm 之 一 完全 剩余 系 ,zx' т 之 一 完全 剩余 系 , 则 
mz” + m'z тт’ 之 一 完全 剩余 系 . 
证 :于 ит’ тг + m'z 中 , 若 


mz” +m'z = my' +m'y (mod mn’), 


тх'=ту' (тойт), 





m'z = ту (mod m). 





Нот”) = 1 可 得 
д’ = у (mod т’), z= y(mod m). 
ВАРТ КТЕ. 
定理 2 车 (m,m) = 1,z 过 mm 之 一 缩 剩 余 系 ,x т ZEMRE , W| mz” 
+т’х тт 之 一 缩 剩 余 系 . 
证 :1)mr' + т'х 5 тт’ ER. ЖА, И—Ж p 使 
P |(тт',тх' + т'х). 
BE plm ур | то, Отт) = 1, рт’, Вр | z. Вр | (т,х). 此 不 可 能 . 
2) 凡 与 mm” ERZE a 必 与 一 形 如 
тх' +m'r ,(z,m) = (z',m') = 1 
之 数 同 余 (mod тт’). 
由 定理 1 有 二 整数 工 及 z' 使 
a = mz'+m'r (mod mm'). 
今 往 证 (z,m) = (z',m') = 1. 荐 (zwm) = d # 1,WJ 
(a,m) = Опт’ + m'z ,m) = (m'z ,m) = (z,m) = d % 1. 
此 与 原 假定 相 背 . 同 法 可 证 明 (x оти) = 1. 
3) 于 定理 1 中 已 证 明 形 如 mx” + т'х 之 数 无 同 余 者 . 故 得 定理 . 
同时 亦 已 证 明 ， 
定理 3 #(m,m') = 1, 则 
(mmm') = ç(mDp(m’). 
即 фт) 为 一 积 性 函数 . 
积 性 函数 有 一 特质 ,只 须知 素数 乘 方 之 情形 , 即 可 推 得 其 余 . 因 若 m 之 标准 分 
解 式 为 
m= рер, P < p << р. 
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则 由 定理 3 可 知 
gm) = об. 
定理 4 
وک‎ EE A 
م = )م‎ )1 +): 


g =1 
gm) =" (а +): 
此 处 p Ë m 之 不 同 素 因子 . 
证 ;不 大 于 p 之 p' 个 正 整数 中 ,有 р! 个 为 p 之 倍数 ,其 他 皆 与 p ER. 故 


Ф) = рр = р (1-3). 
由 此 及 9 之 积 性 , 即 得 第 二 式 . 
例如 :9(300) = 9(2 .3 .5 = 2.3.5 (1-1) (1-1) (1-1) = во, 
习题 1. 证 明 
Хоф = m, 


р 表示 一 和 ,其 中 之 变数 d 过 m 之 诸 因数 . 
Уш 2. 命 P 为 (m,n) 中 不 同 素 因 数 之 积 ， lal 


(m) _ 
Фот) p(n) ЯРУ 
习题 3. 应 用 定理 1.7. 1 证 明定 理 4. 


$6. 同 : 余 у Ж 


今 往 讨论 形 如 
ar+b=0 (тойт) а› 
之 方程 , 何 时 可 解 ? 有 几 个 同 余 类 适合 此 方程 ? 
解 同 余 方程 (1) , 即 为 求 方程 
az +b = my 
之 整 解 . 此 种 不 定 一 次 方程 已 于 S 1. 8 中 讨论 及 之 . 今 再 复述 并 进一步 讨论 如 次 : 
Жаст) = 1, 则 由 定理 1.4.4, 可 得 osya 使 
ато + ту» = 1. 
故 工 一 一 好 。 即 为 (1) 式 之 一 解 . 今 往 证 其 唯一 性 . 若 
az'+b=0 (тойт), 
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ar+b=0 (тойт), 
则 
a(z—z) =0 (тойт). 
由 (avm) = 1, 可 得 
(mod т). 
故 有 唯一 之 同 余 类 适合 (1) R. 换言之 ,(1) LA —W r š @ 0 < z < m. 
Жат) = d > 1, 则 d 必 整 除 5, 不 然 无 解 . 如 此 得 
а 


түрт (ne). ( 


r= 








а 


а a'd 
由 上 证 已 知 (2) 式 必 有 一 唯一 解 zi 适合 
<= <. 
而 
= + 
W (2) 之 解 , 故 对 模 m, 
т т т 
жэл +, ваты, n+(- DE 


皆 不 同 余 , 而 均 适 合 (1) R. 故 得 : 
定理 1 若 (a,m) |b WO) 有 (am) 个 互 不 同 余 之 解 ,mod т. ЖЖ , W XW. 
定理 НАЯ 
аз + фах. Fb = 0 (тойт) 
HMC er) 之 必要 且 充 分 之 条 件 为 
Carnera, om) | b. 
若 此 条 件 适合 , 则 其 解数 (对 模 m 不 同 余 者 ) 为 
m™ (ay ya 
证 :由 定理 1 知 此 对 л = 1 为 真 . 今 用 归纳 法 以 证 之 . 命 


Caisean sm) = d 





(assasi т) = di» 
则 
(dı sa.) = d. 





由 定理 1 知 
ал. +Ь=0 (modd), 0<r<m 


жа. Fm. 对 此 式 之 一 解 z.， 命 
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5. 





ахь 
k is 
由 归纳 法 假定 ， 
ашу + Бала Баа =0 (mod m) 
之 解数 为 
mlas sa sm) = т"? 

故 总 解数 为 

型 rd = тта. 
ВЯ КЕ. 

8387. 孙子 定理 


定理 1 fm Amy Ë ms 之 最 小 公 倍数 . ARR 
za (тойт), 
х= a, (тойт), 
有 公 解 之 条 件 为 
(mom) | (а, =a). 
HCD 成 立 , 则 对 模 m 有 唯 - 解 . 
证 :1) 命 (m ,ms) = d, 若 同 余 式 有 公 解 , 则 
z=a (modd), 
zma (mod d. 
#k d | (а а). 
2) # d | (а 一 az), 则 
xz = a, (mod т) 


之 诸 解 之 形 必 为 





а, +m. 
以 此 代入 第 二 式 ,得 
а +mıy = а (mod m). 


由 上 节 定 理 1 之 证 明 ,此 式 有 唯一 的 解 ,mod E. х ОЕ 09 под т. 


定理 2 车 (mwm,) = 103 j), MJ 
та, (тойт), 1<i<n 
有 唯一 解 ,mod mm, 
此 可 由 定理 1 行 归纳 法 证 明之 . 


O 
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今 述 一 我 国 古代 对 此 问题 之 实际 解法 . 于 $ 1 中 已 述 及 在 孙子 算 经 中 有 “ 物 不 
知 其 数 ”一 问 . 解 该 问题 ,有 次 之 歌诀: 

“三 人 同行 七 十 稀 ， 

五 树 梅花 廿 一 枝 ， 

七 子 团圆 正 半月 ， 

除 百 零 五 便 得 知 .” 








程 大 位 。 算法 统 宗 (1593). 
意 为 :以 70 乘 用 3 除 所 得 之 余数 ,21 乘 用 5 除 所 得 之 余数 ,15 乘 用 7 除 所 得 之 余数 ， 
总 加 之 ,然后 以 105 之 倍数 加 减 之 . 如 第 一 节 所 列 之 问题 之 解 式 为 
2X70+3X21+2X 15 = 233, 

减 去 105 之 二 倍 ,得 23. 此 乃 所 求 之 数 . 

此 法 较 上 述 之 理论 易于 布 算 . 果 何 术 而 致 之 ?70,21,15 之 来 源 又 如 何 ? 效 答复 
如 次 :70 者 乃 5,7 之 信 数 ,而 3 除 余 1 之 数 .21 乃 3,7 之 信 数 ,5 除 余 1 之 数 .15 乃 3， 
5 之 倍数 ,? RR 1 之 数 . 故 





70а + 216 + 15c 
显然 3 除 余 a,5 除 余 0, 而 7 с 
进而 论 70,21,15 之 根源 . 即 如 何 求 出 + 使 
= = 0(mod ту) ‚= = 0(mod т) „х = 1(mod т) 
此 处 (mi ота) = (ma ,m,) = (ma sm) = 1? 即 如 何 求 z = m mi y Z y W 
1 (mod mı). 





тту 
由 加 转 相 除 法 , 易 得 y R z 使 
тту mz = 1. 
故 mimi y 即 为 所 求 之 数 . 
习题 1. 换 3,5,7 为 3,7,11 以 求 与 70,21,15 所 对 应 之 数 . 
习题 2. 七 数 剩 一 , 八 数 剩 二 , 九 数 ARK. 
习题 3. 十 一 效 余 三 ,十 二 数 余 二 余 一 , 问 本 数 ， 
习题 4. 二 数 余 一 ,五 数 余 二 ,七 数 : 九 数 余 四 , 问 本 数 . 
《以 上 三 题 见 杨辉 续 古 摘 奇 算法 (1275)). 
习题 5. 今 有 数 不 知 总 ,以 五 累 减 之 无 剩 ,以 七 百 十 五 累 减 之 剩 十 ,以 二 百 四 十 
七 累 减 之 剩 一 百 四 十 ,以 三 百 九 十 一 累 减 之 剩 二 百 四 十 五 ,以 一 百 八 十 七 累 减 之 剩 
EFRA. 问 总 数 若干 . 














( 答 :1,0020) 
ялж жан. 
注 :“ 物 不 知 其 数 "又 名 “ 鬼 谷 算 ”“ 秦 王 瞳 点 兵 ”,“ 剪 管 术 ”,“ 隔 雯 算 ”“ 神 奇妙 


в-а A R =< "31. 





算 ",“ 大 衍 求 一 术 ” 等 等 . 


Š 8. 高 次 同 余 式 





n 为 一 固定 之 自然 数 . f(x) 为 一 整 系数 多 项 式 
J(z) = ал" 十 … 十 ae。 
兹 论 同 余 方程 
f(z =0 (тойт). а 
车 т, 为 其 一 解 , 则 z, +m 均 为 其 解 . 即 若 ze 适合 此 式 , 则 z, 所 代表 之 剩余 类 
中 之 每 一 数 缘 适合 此 式 . 故此 式 之 解数 去 者 乃 非 同 余 之 解 之 个 数 之 义 , 即 为 不 同 剩 
余 类 适合 (1) 式 之 个 数 . 


高 次 同 余 方程 之 解数 ,非常 不 规则 ,例如 : 


1. 同 余 方程 
x! — x = (z—Dz(z +1) =0 (mod 6) 
有 六 个 解 . 
2. 同 余 方程 
= +130 (mod 3) 
хт. 
3. 同 余 方程 


(х—1)(х—р—1):0 (mod p") 

之 解 为 1,p 十 1,2P 十 1,…,(P 一 1)p 十 1. BHA p +. 
故 解法 至 为 困难 复杂 ,但 有 次 之 定理 ,不 无 相助 处 . 
定理 1 若 (m то = 1, 则 同 余 方程 


f(z) =0 (той mm) 2) 
之 解数 为 二 方程 
f(z) =0 (modm), (3) 
f(z) =0 (mod ть), (4) 
之 解数 之 积 . 命 


m = mms = pep (pi < p < = < p.) 
为 mn 之 标准 分 解 式 , 用 上 之 理 立 得 (2) 之 解数 为 
У) =0 (mod), 1515: 
之 解数 之 积 . 
证 :显然 (2) 之 解答 适合 (3) 及 (4) 两 式 . 
反之 , 命 ci 为 (3) 之 解 ,c: 为 (4) 之 解 . 命 c 为 


+з2. 
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¢ = cı (mod mı), c= (mod m) 
之 解 . 由 孙子 定理 ,此 c FE, Н ЯЙ m 唯一 . 此 < 适合 (2) 式 ,因由 
m | f€), m | f(e) 
而 得 m | fC 故 也 . 


$ 9. 素数 乘 方 为 模 之 高 次 同 余 方 程 


定理 1 E pia, f p 为 素数 . 同 余 方程 
f(z) = a,x" + ++ + as = 0(mod p) 
之 解数 < ”, 重 解 计算 在 内 . 
证 ;着 (1) 无 解 , 则 定理 为 真 . a 为 其 一 解 , 则 可 书 
fG) = аара) +. 
B a RAER EE p| r. 
f(z) = (ха) Со) (mod p). 
# a 又 为 f C) = 0(mod p) 之 解 , 则 同样 可 得 
fiz) m (х—а)/:(х) (mod p). 
此 时 我 们 称 a 为 /(z) = 0(mod p) 之 重 解 . ¥ 
f(z) = (х—а)* Ск) (mod р), 


а 


gi (a) Æ 0(mod p) , Жа X f (z) = 0(mod р) 之 h 重 解 .由 我 们 的 证 明 容 易 看 出 


m (z) КЖ n— h. 
设 另 有 一 解 5, 则 





= f(b) = (b—ad'gı (b) (той p). 
HA pHa) 8k 
8: (6) =0 (mod p). 
# b % gı (z) = 0(mod p) Z k ЖЯ, MWERA 
fO) = (а) Бак) (mod p). 
如 是 继续 进行 ,可 得 





fO) = (r= a) (r — b)* «(z= ogla) (mod p). 


gC) 之 次 数 等 于 n 一 h 一 k 一 … 一 4, 且 
g(7)=0 (mod р) 
不 青 有 解 . 我 们 的 定理 即 已 证 明 . 
因为 同 余 方 程 
371 =1 (mod p) 
以 1,2,…,p 一 1 为 解 , 故 


я-ж F £ =< + 33. 





z —1=(х—1)(х—2)-+(х—(р—1)) (mod p). 0) 
以 z = 0 代入 此 式 立 得 : 
定理 2 (Wilson). 车 p 为 素数 , 则 
Ф—1›) (mod р). 
车 户 去 2, 则 右边 有 户 一 1 个 负 号 ,而 p 一 1 为 偶数 , 故 由 (2) 直接 得 出 . 若 p = 
2, 则 定理 2 显然 正确 . 
定理 3 ё 





f(z) = пак" +e + arz Ha. 
# f(z) = 0, f (a) = 0(mod р) 无 公 解 , 则 
f(z) =0 (mod p) 
之 解数 等 于 
f(z) =0 (mod р) 
之 解数 . 
证 :此 可 由 归纳 法 证 之 . 当 ! = 1 ARDE. 命 z, 为 
Уб) =0 (той pri) 
之 一 解 , 则 
fz + реу) = f(z) +p yf’ (xz) (mod р’) 
(IN (zr + р! у)” == z" + пр"! yz”! (mod p') МОй). fB p4 f С), y, Ë 
fr + ру) =0 (mod p). 


RRI RHA 
z1 =1 (mod p) 
有 户 一 1 个 解 . 
此 定理 可 由 定理 3 直接 得 之 . 


$ 10. Wolsterholme 定理 


定理 1 命 / 为 素数 > 3. 以 二 表 一 整数 ;" 使 


ss" =1 (mod Р?) 


者 , 则 


отче + =0 (той р). 





证 : 命 
(z—l)(z—2)--(z—(p—1) = 5 а› 





м 数论 导 引 
则 
ы = Ф101 
因 
(DaDa (p— 1)) = a71 —1 (mod p), (2 
& 
P| Gss), (3) 


FD PE z = р. 
(p— 01 = р р 46 зар зуе 
即 
Pap А зар уа = 0. 
# p > 3, 则 由 (3) 式 得 





sya =0 (mod p, 
即 


| Co 一 DI(1+ 去 十 十 





亦 即 
1 十 2 十 … 十 (一 D =0 (mod p'). 
明 所 和 欲 证 . 
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$ 1. 定义 及 Euler 判别 条 件 


定义 1 设 m 为 大 于 1 之 整数 .假定 (m,n) = 1, 若 
x" =n (тойт) 
可 解 , 则 mn 亩 之 对 模 m 之 二 次 剩余 ,或 二 次 剩余 ,mod m. 不 然则 谓 之 对 模 т ZK 
HENA. 
今 将 对 m 互 察 之 整数 分 为 二 类 ,一 类 为 二 次 剩余 ,一 类 为 二 次 非 剩余 . 
例 .1,2,4 为 7 之 二 次 剩余 ;3,5,6 为 二 次 非 剩余 . 
定义 2 (Legendre WF). it p HKF ZRK. ptn. f 
(2= 车 nn 为 二 次 剩余 ,mod p, 
р 一 1， 车 为 二 次 非 剩余 ,mod р. 
此 符号 显然 有 次 之 性 质 : 若 nn 三 n(mod p) Ë ptn W 


(z)= (5). 
定理 1 #р>2. FER mod р ФИТО A -D 
个 二 次 非 剩余 , 且 
E(B 05) 
即 为 其 诸 二 次 剩余 ,mod p. 
证 :车 
т=п (mod p) (CD 
有 解 , 则 至 多 有 二 解 . 由 
(p-a =a (modp), 
可 知 (1) 式 必 有 一 根 适合 
1<z< 40D. (2) 


MED 有 解 , 必 有 一 解 适合 (2). 
又 


236. 数论 导 引 





间 无 同 余 者 , 因 
а — bî = (a—b(a +b) 
之 二 因子 皆 小 于 p 而 不 能 为 p 之 售 数 也 . 故 得 定理 . 
定理 2 (Euler 之 判别 条 件 ). 设 p 是 一 奇 察 数 , 则 


"© = (Z) (mod p). 
证 :1) # 
(>)= 1, 
则 有 一 工 使 
дп (mod р), 
即 
nbo = 171 =1 (mod p). 
2) 由 定理 2.9.1 已 知 
mr =1 (mod p) 


ZARO- D.S DMAE ERAN- DAR И СНА той 


户 , 而 无 他 . 

3) 又 有 

p | (nF? = (ptr роо + D. 
故 若 户 + Oto 一 1), 则 
ni +1=0 (mod р). 

定理 于 是 证 明 . 

由 此 定理 立 得 : 

定理 3 рут, 


(р). 
СТАИ 
定理 4 1) 二 二 次 剩余 之 积 仍 为 二 次 剩余 ,mod p; 
D 二 二 次 非 剩余 之 积 为 二 次 剩余 ,mod р, 
3) 一 二 次 剩余 与 一 二 次 非 剩余 之 积 为 一 二 次 非 剩余 ,mod p. 
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$2. 计 算法 则 


由 定理 1.3 可 知 任 一 Legendre 符号 之 算出 ,只 有 赖 于 


FGD) «яаж 


, 
之 值 而 已 , 盖 若 任 与 一 数 





+2. 





Фф, <<<, 


H-E G 
于 定理 1.2 中 取 n 一 一 1, 则 得 


# 
нїш z t RIEA + 1.848 


定理 1 考 2>?, 则 (本 ) 


换言之 , 若 户 = 1(mod 4), 则 一 1 为 二 次 剩余 ,mod р, П p = 3(mod 4), 则 
一 1 非 二 次 剩余 ,mod р. 
由 此 可 知 x 十 1 之 奇 素数 因子 必 = 1(mod 4). 


定理 2 (Gaus 引 ). 命 请 > 2,р+л.#-(р—1) 个 数 


则 





(DE (mod p). 





сэ», 





man, lp— Dn (mod p) 


之 最 小 正 余数 中 有 т K F+ p M 


п à 
ا‎ Я 
例 1.p = 7,п = 10, 则 
10,20,30 = 3,6,2 (той 7), 


> J. т =1,ш#(}7)=—1. 


0] 2. р = 11.п = 2,W| 
2,4,6.8.10 (mod 11) 


11 =. 2 
"кти ЖЕ. (п 
证 :以 





+ 38 + 数论 导 引 





атаа = bp- D- m 表 请 余数 之 小 于 十 者; 


b=, 表 诸 余数 之 大 于 二 者 ， 


fen 


TI in = (251) (mod р. O 


,He = 
{жа `. 
Pb 6 1 0р1 之 间 , 帮 <, Жр —b, IEIR -DANIODD 
个 数 . 今 往 证 其 各 不 相同 ,只 须 证 明 
a, Фр, 
Ж. # a, +b, = p, 则 有 zx 及 y 使 





жп + уп = 0(mod p), 1<:<40-0, 1<›<10-10, 


即 
z+y=0 (mod р). 
此 不 可 能 . 故 





而 此 式 之 左 端 ( 由 (1) R) 
=c" Па, [= ب( )ار‎ (mod p). 
“з 
故 得 


= 





D“ (mod р). 
由 Euler 判别 条 件 可 知 
г й 
(#)=C р” (mod p. 
立 得 
E 
YE GU 
于 此 定理 (定理 2) PI n = 2, 则 
2,2.2.2.3,-=,1(р—1).2 
已 在 0 р Zl. 今 往 算出 适合 
р<иа<ь в <<} 
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之 之 个 数 . 即 得 mw 一 [ 
р = Ва тг 


SR 
1 
=r 





m= + [4] [F]=0,1,1,0 (mod. 


818. 

定理 3 #p>2,M 

(2)- о». 

换言之 ,车 p 三 士 1,Cmod 8), 则 2 为 二 次 剩余 ,mod p;#; р =+ 3(mod 8) 则 2 为 二 
次 非 剩余 ,mod р. 

立 得 27 — 2 54 Sk f. Z = 1(mod 8). 

JA. Ë n> 0,4n 十 3,8na 十 7 篆 为 素数 ,2"” 一 1 = M... ERR. 由 此 证 明 以 
下 的 关于 Mersenne 数 之 性 质 : 

23 | Mn ,47 | Mo ,167 | Мь,263 | Мы, 
359 | Mis ,383 | Ms, ,479 | М, ,503 | Misi» 


83. 互 道 定律 


定理 1 йёр>?ф>?®5Ж@,Ң р {И 
(2) (5) сок», 


(mod 4), 则 二 同 余 式 
x = p(mod q), x = q(mod p) 
中 一 可 解 ,一 不 可 解 . FR ‚ИИ ИГЕ, ЖЖ ЖОГ. 

此 乃 初 等 数论 中 最 著名 且 重 要 之 Gauss KE i Я (law of reciprocity), 
Gauss PKI A Legendre ZT Jê EM. {A Legendre 虽 发 现 此 定理 而 未 能 确切 证 明之 . 
此 定理 Gauss 称 之 亩 “数论 之 酵母 " 后 来 Kummer, Eisenstein, Hilbert, 高 木 贞 治 ， 
Artin,Furtwangler 等 之 代数 数论 之 研究 ,证 明 此 说 , 实 深 且 切 也 . Gauss 氏 之 深 湛 
研究 , 曾 作 原则 方面 大 相 素 峰之 证 明 , 由 此 而 发 生 之 研究 实 难于 列举 . 


证 : 今 暂 不 除外 9 = 2 之 情形 ,只 假定 #4 Н ЖЖЖЖ. мА 0р0), 
可 书 


换言之 , 若 户 





la = ap +n, a= [4], 19-1. 
а 


+. 数论 导 引 








a . b= Š 
(此 处 a, R b, 之 意义 见 上 节 ). 则 得 
У п = a+b. 


由 上 节 定 理 之 证 明 已 知 a,,p — b, 1,2 Cp D 诸 数 相同 . 即 得 





Ааа iD атр 
又 
К u {о keo 
i м=р Dat Dn=p У) а+а+ь. 
ай = 





(3) 减 (2), 立 得 
фе» 


FD =p У атр, 
н 
m 


фе 


pz 
دو‎ am (mod 2). 
2, 则 ИНО, 
=—m (mod 2). 


DORM 2. 3 之 另 证 ). Ж 





2) ¥ q > 2,W 





同 法 


即 得 


— en, 
(г}(@)- о 5 PrE, 


O 


(2) 


(3) 


(4) 
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车 能 证 明 
Jow 


pev 
р] zt 一 19 一 1 БШ 2161 
> [+ > [2]- б لچ‎ R= Р mod 2), 
则 此 定理 已 明 . 此 即 下 引 ; 


引 
фо kes 
ХТ peg 
证 , 作 长 方形 以 64 (+ 


оо (оа) (Ека) (Fata) 

为 顶点 者 ,经 原点 之 对 角 线 上 无 整 点 ( 整 点 即 为 二 

坐标 入 为 整数 之 点 ). 因 若 此 对 角 线 上 有 整 点 ( 

у). 00) 
29 — ур = 0. 

即 得 户 | хе | y. 而 此 种 之 点 在 长 方形 之 外 .长 方形 中 之 整 点 总 数 为 2 了 2 了 .对 

角 线 下 之 三 角形 中 之 整 点 数 为 


Ë) 


+ 


> Р1' 
而 其 上 之 三 角形 中 之 整 点 数 为 
kes 
1 
pira 
故 得 此 引 . 
例 1. 求 以 3 为 二 次 剩余 之 素数 p> 3). 
пайа, 
(5)- ($). 
因 
G= #p=1 (mod 3)， 
(= 


可)=-1, 着 p=2 (ой), 


Ай A #р=1 (mod 4), 
—1, #р=—1 (той 4). 


+4. 数论 导 引 
故 由 孙子 定理 可 以 算出 
1, 
=, 
例 2. 求 以 5 为 二 次 剩余 之 素数 p 5). 
由 本 过 定理 (多 )- (£)* 
G-n) cot 一 -一 


可 知 





(mod 12), 
(mod 12). 








kv PY (mod 5), 
(=, #p=+2 (њой 5). 
例 3. 求 以 10 为 二 次 剩余 之 素数 p. 
由 例 2 及 孙子 定理 可 以 算出 : 
10\_ [+1，  #р=+1,+3,+9,+13 (той 40)， 
= ЖРЕТ. k11, М, #19 (mod 40). 
例 4. 同 余 式 
=— 1457 (mod 2389) 
可 解 否 ?此 2389 是 素数 ,以 р KZ. 
因 一 1457 =— 31 X47, 故 由 





习题 1. 证 (部 )= 1, J 


195 65 
ян. (11) 1. (1) == 1: (882) = 





JM 3. # p =+ 1 R + 5(mod 24), ا‎ 1 


ж p =+? s + 11(mod w.w($)=- 
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§4. 实 际 算法 


以 上 之 理论 , 简 诚 莘 矣 , 美 诚 美 疼 , 但 其 实际 效用 仅 在 负 方 . 何以 言 之 ? 若 由 此 
种 判别 法 , 知 该 同 余 式 不 可 解 , 则 问题 已 解决 ,但 若 该 式 可 解 ,进而 问 如 何 解 出 , 则 
茫然 无 绪 . 切实 言 之 , 当 p 大 时 ,实际 算出 

=n (mod р) 
ZM, ШЕЯ №. EF p = 3(mod 4) R р = 5(mod 8) , 吾 人 有 次 之 方法 ， 
i жү. 
Dp = 3(mod 4). а(2)= 1, 故 
тїз =1 (mod р), 
即 
(r)? = n (тоёр), 

即 nt 为 所 求 之 解 管 . 

2)p = 5(mod 8). ЖЖ n = 一 1 时 之 解答 .由 Wilson 定理 

-lm(p—Diml. (#2). (»- (251))-о-2%- 1)(mod p) 
а› 
= (12 40-9) = ((;o- D) (mod p). 


故 解 出 所 需 . (>) = 1, 故 
nr» —1=0 (mod p). 


паб 
nto =1 (тоб р) 

或 

ptr =—1 (mod р). 
由 前 式 可 知 

пө = (ntt = n (mod p). 
由 后 式 , 则 
(moto): =—n (mod p), 

而 


(и (21) =n (mod p). 
3)p = 1(mod 8). 此 乃 较 难 之 情况 . 


и. 数论 导 引 
当 记 不 太 大 时 ,通常 用 间接 法 以 解 之 , 即 用 逐步 舍弃 之 方法 : 解 同 余 式 


a =n (mod р) 





与 解 不 定 方程 


m= =n+py 
相同 , 吾 人 可 加 一 无 关 紧 要 之 条 件 р «ЭНЕН <р, < pt. Ш 


此 则 0 一 > 一 +. 因 已 舍弃 一 大 部 分 矣 . 取 。 与 尹 互 素 , 且 > 2. 求 其 二 次 非 剩余 


momomo ШШ шут, Ж 
пф py = m п py =m, (mod e) 

2. #1 у= u,(mod e), W py 十 "为 e 之 二 次 非 剩 余 , 故 非 平 方 数 . 故 能 会 弃 诸 ?一 
v(mod е) 者 , 取 不 同 之 。 逐 步 舍弃 , 待 数目 较 小 ,计算 不 太 麻烦 时 ,直接 代入 试验 得 
之 . 

例 . 解 

z=73 (mod 127). 
今 往 解 不 定 方程 
x = 127y+73, 

此 y 在 1 至 31(= [E ])жм. 

Щежзт =2, 

73 十 127y 王 2 (mod 3)， 
M y= 1(mod 3). 效 遗 留 下 : 
2,3,5,6,8,9,11,12,14,15,17,18,20,21,23,24,26,27,29,30. 
再 取 e = 5,m = 2,л, = 3, 由 同 余 式 
127y+73= 2,3 (той 5), 
得 出 w = 2,0, = 0(mod 5), 今 遗留 下 : 
3,6,8,9,11,14,18,21,23,24,26,29. 
再 取 e = 7,m = З.п: = 5,n, = 6. 由 同 余 式 
127y 十 73 三 3,5,6 (mod 7), 





即 
3 十 3 三 3,5,6 (mod 7)， 
= 0,2,3 (mod 7). 





今 只 遗留 
6,8,11,18,26,29 
六 数 而 已 . 代入 试验 ,由 
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73 + 8 X 127 = 1089 = 33°, 
故 该 式 之 解 为 
+33 (mod 127). 
注意 :于 试验 时 ,如 已 试 。 Re WRI e”. 若 已 试 奇数 之 , 则 2e 亦 不 必 再 
试 . 
以 上 所 述 皆 与 Gauss 有 关 , 故 此 “数学 王子 ”, 不 特 “ 老 谋 ” WARA” Ш. 





$ 5. 二 次 同 余 式 之 根 数 


定理 1 命 1>>0,p+n. 若 p> 2, 则 同 余 式 
z=n (mod p') 
n 
ZMA 1+ (2). 

E p = 2, 则 分 三 种 情况 论 列 之 : 
D4 = 1, 则 有 一 根 ; 
201 二 2, 视 nn 三 1 或 3(mod 4), 该 式 有 二 根 或 无 根 ; 
1> 2, п = 1 Z 1(mod 8), 该 式 有 四 根 或 无 根 . 
证 : 先 讨论 户 = 2 之 情况 : 
1) 此 为 显然 ; 
2)z? = 3(mod 4) 无 解 ,zx? = 1(mod 4) 47 —# + 1(mod 4) НИЧЕ, 
3) 若 该 式 可 解 , 则 z 必 为 奇数 , 命 之 为 2k 十 1. 因 


(k+ ава +1 в. EEED L1 =1 (mod 8). 
ЖЯ n Z 1(mod 8) ,该 式 不 能 有 解 . 
今 设 n 三 1(mod 8), 41 = 3, 显 有 四 根 :1,3,5,7. 4122 3, 用 归纳 法 证 之 : 命 a 
适合 a* = n(mod 2'^) , W 
(a +2916) = a +21 (mod 2). 











W a + 2b TIR 2 Z— RR. & z' = n(mod 2) 必 有 解 存在 ， 
设 =. 为 其 一 解 ,z* 为 任意 解 , 则 zî — zi = (л, а) Са + 2.) = 0(mod 27), z, 
аза + МАИК ШТ e EEE = отпой 27) н n аж 


能 同时 为 奇数 ,或 同时 为 偶数 ,否则 其 和 z, ,不 能 为 奇数 , 故 必 z, = z; (mod 2") 
或 =— r. (mod 2!) Ë) z; =: z, БАСЕ = 0 R 1) „Ир z' = n(mod 2') 至 多 
有 四 解 ,但 + r, £ z +2' 确 为 其 不 相同 余 之 四 解 ,故此 方程 恰 有 四 解 . 


46 + 数论 导 引 





р> 2, 而 4 二 1, 此 结果 显然 ,更 由 定理 2.9.3 得 出 本 定理 之 全 部 . 
由 第 二 章 之 结果 , 吾 人 可 以 算出 以 任 一 整数 m 为 模 之 二 次 同 余 式 之 解数 . 


$ 6. Jacobi 符号 


本 节 中 常设 m 为 正 奇数 . 
定义 ” 命 m 之 标准 分 解 式 为 


其 中 p, 准许 重复 .车 (n,m) = 1, 则 定义 


(")- U) 


J Jacobi 符号 . 

例如 : (1.)= 1.#‹а,м) —1,(#)=1. 

请 特别 注意 :车 ( 王 ) = 1, 并 不 说 明 同 余 式 

2 = п (тойт) 

为 可 解 。 

极 易 得 出 此 项 符号 之 运算 法 则 ， 

定理 1( 计 算法 则 ) Bm 与 m 为 正 奇数 . 

(iD 若 п = п' (mod т) (n,m) = 1, 
则 


Gi) Эт) = (nm) = 1, 


Gii) пот) = (пот) = 1,W 


定理 2 (= 
证 :只 须 证 明 





(mod 2) 
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即 足 ,此 当 + = 1 时 显然 无 误 . ХУН В u Rv RRA 





а› 





即 得 定理 . 
定理 3 
2 t-o 
(2)- (pte, 
证 ,与 上 同 法 , 唯 将 (1) 换 为 
к=! +7 l своё 
Mi. 


定理 4 若 m 与 4 为 二 正 奇数 ,上 且 Cm,n) = 1, 则 
(0) от 


п 


证 , 命 m = [п = Па 


HH- ENTE) пт (2)(8) 
= ID = a 
(此 处 用 (1) R). Ы 
Legendre 符号 之 运用 必须 时 时 注意 其 分 母 是 否 是 素数 ,而 Jacobi 符号 则 否 , 故 
如 用 Jacobi 符号 可 以 免 分 解 因子 之 劳 . 如 : 


(3) -- (88)-– эз)” = (sss (вв) (ав) 
T) ()- (8) 
=) 
如 于 定理 4 中 取消 mm 为 正之 条 件 , 则 有 次 之 定理 . 
定理 5 设 m,n 为 奇数 ,(n,m) = 1. m.n ВЯ, М 


(тет) (тет у? 





со. 





不 然 其 值 为 


аё + 


数论 导 引 








读者 自 证 之 . 
例 . 同 余 式 
a7 =— 286 (той 4272943) 
有 解 否 ?此 处 4272943 为 素数 ,以 p KZ. 
SRR 
cP) 


131,02) 
ZM. A (7) =-1.(5)= t 
二 286 1\/2\/143 
GC) (p(s 
ok (Ê ) 之 值 可 用 下 法 ， 
4272943 = 29880 х 143 + 103* 
143 = 2 X 103 — 63 
103 = 2 х 63 — 23 
63 =2х23+17° 
23 =2х17-1 
17 =2х11-5' 
И =2х5+1 
《及 有 星 号 + ZERRE ә, 


из 
, 





в) 





№ (=S) = 1. 即 该 同 余 式 可 解 , Gauss 实际 算出 ,其 根 为 十 1493445， 


$7. 二 项 司 余 式 


设 p 为 素数 . 今 往 讨论 二 项 同 余 式 
20 =n (mod p). 
定理 1 RR 


之 根 数 等 于 Ck, 记 一 1)。 
证 :1) 命 d = (k,p 一 1), 必 有 二 整数 ;及 :使 
+p- D= d. 


а) 
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如 此 , 则 z = ЖАКО 之 根 , 必 为 
21 (той р) (2) 
之 根 ,反之 ,显然 . 
D 由 1) 可 知 如 能 证 明 (2) Hi d ARBE. 由 定理 2. 9. 1 已 知 (2) 式 之 根 数 不 超 
Ма. X =”! = 1(то4 р) 之 根 数 为 户 一 1. 再 由 定理 2.9.1， 
w 
Е 
之 根 数 不 超 过 p 一 1 一 d, 故 (2) 式 之 根 数 > d. 故 得 定理 . 
定理 2 HARR 
zn (той р), płn 
或 无 解 ,或 有 (4, 户 一 1) 个 不 同 的 解 . 
证 : 若 有 一 解 xz。, 则 


(дих = ити =1 (mod p). 


Саб) hatat +1 = 0 (mod p) 








故 由 定理 1 HEE 2. 
定理 3 车 z 过 模 p 之 缩 系 , 则 x 取 (p 一 1)/(k,p 一 1) 个 不 同 之 值 . 
证 ;由 定理 2 已 知 有 (k,p 一 1) 个 不 同 余 之 数 ,其 人 次 方 皆 同 余 ,mod р. 故 整个 
一 1 个 不 同 余 之 数 分 为 (p 一 1)/(k,p 一 1) Ж. 每 一 类 对 应 一 数 ,mod p, ERER. 
EX 设 h 为 一 整数 ,(n,h) = 1, 最 小 之 正 整数 ! 使 
h'=1 (mod n) 
者 ,名 为 h 对 模 n 之 次 数 ,或 hh 之 次 数 ,mod n. 
定理 4 车 h" 三 1(mod п), 1 | m. 
证 :不 然 必 有 二 整数 4 及 r 使 
m= ql tr 0<,< 1, 
而 





кому 





1 тойн), 
此 与 4 之 定义 相 违背 . 

EES Hlp- Ue 为 次 数 为 ! 的 互 不 同 余 之 整数 的 个 数 , 则 此 9p(2) 
即 为 Euler 函数 . 

证 : 先 证 出 p) 之 若干 性 质 ,再 证 明 其 为 Euler 函数 . 

D ËC sda) 一 1, 则 p44) = Фе. M hı Ë h 之 次 数 各 为 上 Ж.Ж 
№, 之 次 数 为 上 由 

1= би = (mod p), 

由 定理 4 可 知 4 | U. BCD sl) = 1, h | l N sla | L Bk L= Lla. I hiha 之 次 
BH Lila. 故 如 有 一 数 h 其 次 数 是 ,他 一 数 有 之 次 数 是 l , 则 可 做 出 一 数 hh 其 


ses 数论 导 引 





次 数 为 1s, 今 证 若非 h, = А Стой p) ,hs = h, (mod р), 
hha Z hih. (mod p), 
BFF hih: = hih; (mod p) , W hıh'T = АА: (mod p). {Н hih’ KK | А, shh" 
的 次 数 | 4 , 故 必 
ҺЫ = Кн =1 (mod р), 
而 与 假设 相 违背 . RZ ЖЕ —ЖК А, KBE Lila (lı sl) = 1. WA h = htt rha = 
ВАЖЕН h sl. М ФИЛ.) = р). 
2) 设 ! = qq 为 素数 , 则 
2" —1=0 (mod p) 
之 根 数 为 9 ,车 适合 此 式 而 其 次 数 非 g', 则 必 适 合 
x —1=0 (mod p). 
此 式 之 根 数 为 qm". 故 
KD =9—9'. 
3) 合 1) 及 2) 二 人 性质, 可知 p 即 为 Euler 函数 . 


$ 8. 原 根 及 指数 


由 定理 7. 5 知 有 9( 户 一 1) 个 不 同 余 之 数 其 次 数 是 p 一 1,mod р. 
定义 1 次 数 为 p 一 1 之 数 , 谓 之 记 之 原 根 (Primitive root). 
ар 之 一 原 根 , 则 
有 mod p) 
必 无 两 个 互相 同 余 . 
ЖХ2 任 一 整数 nCp+n), 必 有 一 数 a 使 
n= g* (подр), 0<a<p—l. 
此 a 名 为 n 之 指数 ,mod р. Ца = ind,n 表 之 .在 不 易 引 起 混 清 之 处 , 常 简写 为 
ind n. ) 车 5 为 任 一 数 使 
n= z (той р), 
则 
b=indn (mod p—1). 
数 与 通常 之 对 数 相 仿 , 有 次 之 性 质 ; 
Dind ab = ind а + ind b, (mod р 1), p4 ab; 
2)in a' ind а, (mod p—1),p +a. 
(注意 : 仅 当 户 +a 时 ,ind a 方 有 意义 ,此 与 不 定义 log 0 М. ) 
定义 3 f pin. ж 
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=n (mod p), а 
有 解 , 则 = 谓 之 请 之 上 次 剩余 ,不 然则 谓 之 pk 次 非 剩余 
定理 1 nn 为 p 之 k 次 剩余 之 必要 且 充分 之 条 件 为 (k,p 一 1) 能 整除 ind л. 
iE: ind z = yvindn 一 a, 则 (1) 与 hy = a(mod p 一 1) 等 价 ,而 此 式 有 解 之 
充分 且 必 要 条 件 为 (k,p — 1) 能 整除 a. 故 得 定理 . 
“底数 互 换 公式 ”. 此 处 之 指数 显然 与 所 取 之 原 根 有 关 . 命 а 为 另 一 原 根 及 g 
= g* (mod p). 如 此 则 
n= gî = (g (mod p), 
HJ 
ind, n = ab = ind, gıind,, n (mod р 1). 
此 与 对 数 换 底数 之 公式 同 . 
ЖАР 5000 之 素数 之 最 小 原 根 表 附 于 本 章 末 ,以 备 参考 . 


$ 9. 缩 系 之 构造 


设 m 为 一 自然 数 .问题 :能 否 有 一 数 g 存在 ,使 
f sf pgp"! (тойт) 

表 出 模 m 之 缩 系 ? 若 能 存在 , 则 如 此 之 z 名 为 对 模 m ЖШ. 

定理 1 m 有 原 根 存在 之 必要 且 充 分 之 条 件 为 m 一 2,4,p' 及 2p'( 此 处 为 奇 
ЖЖ. 

证 :1) 命 m 之 标准 分 解 式 为 

m = pi prepis P < p < = < p.. 
由 Euler 定理 , 任 一 整数 a,(a,p,) аа 
аҹ =1 (mod рі). 

f 1 ФСР) ое ру) 之 最 小 公 倍数, 则 a! = 1 Стой т). 

ЖЖ 1 < plm), 则 无 原 根 存 在 ; 若 p 2, pp) 为 偶数 . 故 m 不 能 有 两 个 不 
同 之 奇 素 因 子 .车 m 有 原 根 ,m 必 为 2,p' 或 21p' 之 一 .车 c 宇 2, 则 pl2') = 2° 亦 
为 偶数 ,而 p’ 亦 不 能 有 原 根 . 故 仅 有 т = 2',р',2р' 可 能 性 而 已. 

2)m = 2. #1 = 1,1 即 为 原 根 ; 若 ! 一 2,3 即 为 原 根 ; 若 ! 三 3, 则 对 诸 奇数 有 
а“ = 1(mod 20). 今 用 归纳 法 证 明 此 点 : 若 

аб 一 1 十 2 















则 
а = (+214 =1 (mod 2). 
# m = 210022 2) ХЖ. 
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Df m = р.н 88 已 知 此 定理 对 /! = 1 时 为 真 . 命 g 为 p ZER: g 
19 0(mod p') „НК = g; g*' — 1 = 0(mod p°), BDI r 一 g 十 p. 如 此 则 
r '—1=(g+p”'—1 gp #0 (mod p'). 
ВН r IFA р: 之 原 根 . 命 





l= hp prk. 


因 
(1+kp)” =1+kp™ (mod p''),s > 0, 
引用 此 理 ,可 证 明 
(A =1 Ар"! (mod р"). 
即 得 


mien zs 1 +kp (mod ро, 12>2. а› 
车 r 之 次 数 为 e, 则 e | (р—1)р^! = фр). Ягр” ЖЖ, Ср 1) | e. 故 由 (1) 
可 知 e = бр), r J p' 之 原 根 . 
4m = 2p'. R к H р' ZER. E 5 为 奇数 ,g 即 为 2p' 之 原 根 ; 若 & 为 偶数 ， 
ЕР 为 2p' 之 原 根 . 
定理 2 若 !> 2, 则 5 对 模 2' 之 次 数 为 2". 
证 : 今 先 证 : 当 a 宇 3， 
50 ш1+2"' (mod 2°). 
Ma = 3 此 为 显然 .再 用 归纳 法 ， 
5" = (57°) = (1+2! FR)" =1+2 (mod 291). 
Hk 5” Z 1(mod 27) Ti 5“ ° = 1(mod 20). 即 5 之 次 数 为 22,mod 2'. 
定理 3 ШГ 2, 对 任 一 奇数 4a, 必 有 一 b 使 
a= (— DT5 (mod2), b>0. 
证 :着 a = 1(mod 4), 由 定理 2， 
5, <<" 
给 与 2' 个 不 同 数 ,mod 2'. E W = 1(mod 4). ЖЖ — b fÉ a = 5' (mod 27). 
Ж а = 3(mod 4), — а = 1(mod 4), 故 由 上 述 立 得 所 求 . 
284 im = 27. pipi E Oy tD. 三 0 > O, rl, >0. R1 =0, 
1l = 2; 或 1 二 2 DUE Ж 8 = 0,1 或 2. 则 普 之 缩 系 ,可 由 * 十 5 个 数 之 乘 方 之 积 表 


HZ. 
证 :1) № m = тт”, (m m) = 1. A 
asas 
Hm ЖЖ, На. = 1(mod m")( 此 常 可 能 ); 又 命 





ГАБ 
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т ZMR, E b, = 1(mod m’), 
а, 
又 车 


(mod m'm”), 


RK mm" 之 缩 系 . КИЧ отт" 
ав, = 








则 立 得 
a; =a, (тойт), Б =b, (mod т”. 
2) 由 定理 1 及 3 可 知 :m = p'(p > 2) 之 缩 系 可 由 一 数 之 乘 方 得 之 ;m = 2'( 若 
! > 1) 之 缩 系 可 由 6 个 数 之 乘 方 之 积 得 之 . 总 此 及 1) ,可 知 定理 真实 . 
此 定理 实质 指出 一 重要 原则 , 即 群 论 中 所 谓 之 Abel 群 之 基础 定理 也 。 
HMI. арп = 她: 十 1, 且 
PAL 





1 (mod n), 
M n iK. 

[提示 :(i) 先 证 明 nn 中 有 一 素 因 子 = 1(mod р). @ d 为 最 小 之 正 整 数 使 2 = 
1(mod m). 推 得 dTk,d | n—1 B p | d. Hh p | d | y(n) 而 得 出 结论 ;(ii) 由 n 一 
kp" +1 = (up + Cup + 1) 而 证 明 n 不 可 能 是 复合 数 . ] 

注 : 取 户 = 2!” 一 1, = 180, 有 机 械 帮 助 Miller 及 Wheeler 证 明了 180(2" 一 
D? 十 1 是 素数 . (Nature 168 (1951) ,838 JU. 
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素数 之 最 小 原 根 表 (5000 之 内 者 ) 
加 “者 表示 10 为 其 原 根 
$ ›—1 = b $= R [4 = к 
“ 2.5 О 193* 2.3 5 379. 2.38.7 2 
юз. | г.7 [з | æ | rsa з атэ 2.239 1з 
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, = = р . P 2-1 . 
577° wes 5 ?97 | 2 اا‎ Е 3517| 10 
601 2.3.5 823° | 2.3.137 3 1049 2.131 3 
o7 [2.3.1 [3 | эт | 2-7-9 | т зо, |а. 
эт | 7-1 | a | аз 2.9 n 103" | 2.3.59 | з 
673 2.37 5 907 | 2-3-151 2 1123 |2+3.11,17 z 
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¥ 2-1 = p E > pl E 
CO E [из [жип L+ 
mr] ne | s e | == [эз [шт [э [з 
тат EE [а [un [ив ECR EERE 
n | em [т [ит | sc [ + | я [жити [эз 
ЕЕ [з [ив LER + [m [вте |5 
ur аа [ser] тюш [s [am [кзз [Гэ 
us [тээ [т [не [вз [и | e в [1 
m EZA [т [шз | man [т SN EERE 
1277 }2.11,29) 2 1499 2.7.107 2 [зт 2.31.97 2 
am [an | a rm | n [ya | mas [1 
иө | za [s [| sn | zam | [Lama [зш | 
и» EEN | + [ zas [ass] a [me [эти [3 
тю [кук [s [se] mana [| z [| ne [raza 四 
1301* | 22.51.13] 2 1353, 2.97 з 1789 2.3.149 6 
1303* 2۰373| 6 1559 2.19.41 19 1801 epes п 
т [атш [+ [sec [ sm [э ТИ ТТИ ИС 
un | sa [эз | ens [тз | z [шз [ ня И 
1321 ‘351| 13 1579° 2.3. 263 3 1831 HE 3 
тш as э | a] e | s | вт: [тзп [+ 
1361 | 2*.5.17] 3 1597 |2.3.7.19 п 1861" | 2.3.5.31 2 
Е | s Lam | тз [з [r] masa [+ 
am EEE + [| e изя | 7 | ше [вв [№ 
тө [ттт n on rm [un [атти [т 
ш |z zn] э [ин [из [+ [шь | юэ [эз 
шет [ema | 2 [эмт [тзн [э [ви [жиз [2 
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К 
› | ›-1 |.| > | =>: В р p- В 
TAZIA тзт | в. зот | 2.58 | 2 
жит [сите [жне [ось | в [Пин [изн [3 
зэ | 2-5-198 | z | z |23 | 7 || 225 | 2.1. из | 5 
1933 7 з || za | ?-з-зт | 5 || мм: | 3.7.29 2 
во | 2-487 | 2 | гю | 2. поз та | eso | в 
ТҮГЕ тз | rm | 2 || e | 2:18 | 5 
1973 [2.17.29] 2 || 20° 12223.5237] 2 24597 2.1229 2 
no | 2-25-43 | 2 | e |за | 2 ти? [ана | т 
пов [2-3-31 | z || з» | 2-3-73 | з || a Газа | 5 
з | 2-3-8 э | aa | 2-19-59 | 2 ит | т.» | 2 
тэ? | mos | 2 || ma | a. | 7 зюз | 273249 | 3 
ээ» аиа | э || 29 еа ? зэ [esamesen] м 
2003 р.п: 5 || 2259: | г.з.т 2 зз [2.3.1.8 т 
топ [2-3-5-6] 3 || za | тп a || 59 | авс |1 
тт, [т.у.т] s | zm [2.1.5.9 7 || mac | zaza | 5 
т | тз | z | тт | 2-2-17 | э || ت‎ | emin | 2 
тз. [зи 2 | з | masm | т ти [2.3.9.7] 6 
зо | 2-ю | ? | 27: [аста | в зы | mimin] 2 
2053 [a.m] z || 20° | ат z [зэ | вю | 2 
жез, | 2. | s | 2 ...م‎ з zs9 |25 |7 
тө. |а| 2 | 233 [гт.п.з| 2 [mas] гт. т 
ma | 2-5-13 | 3 | za | 2-717 | 2 z | mai | 3 
тоз | 2-3-347 [2 || вае аизза 7 2617 | 2.3.109 
тов? [2-7.9 | 5 | в еза 3 | man | и. 
тз [o.w] 7 | вы | 2--427 | № || 2 | 7-47 | з 
тоз. | 2-109 | z || зт Гава | 2 тыт | т.у.т" | з 
тїп [zsm | 7 | mn Jasse] 2 || ут | в.в | в 
ms [пи [5 | зт [азаа | 5 ә | 2-3-43 | 2 
2129 [2.7.19 2381 57 0| 3 2663" 2-10 B 
amn 2-3-5-7 2 || азаа | 2-3-30 | 5 zn [2.3.3.8 | 7 
тзт | 2.2-9 [лю || 885: | т.з- | 2 зт | a.s | 2 
тыт |5107| 2 | 29 [зз | з зз | 2-3-19 | 2 





























































































































-38 数论 导 引 
р | „з |.| è s- , р £ 
ass | г. | 3 || 2 | 2:5:2 | в z | w-ar | № 
23 | 3 | 2 || эз | 2*4 | в || ма: | 2-18 | в 
2699 | 2-19-71 [2 | 2957 | 2-739 2 ass | аат | г 
a707 зеп 2 || ъз | вт 2 || мы: | mous | з 
anı | 2-5-21 | т | зе | 7-3 | з || ss | оез | з 
ans [esn] 5 | эп [-э-з-п[ ю sa [2.3.5.0 3 
zns [ен з | з» | г.из | и || az | ами | 2 
тз. [ona] | зт | в: | м | зы: [esn] в 
am [83-557 з || son: | 2-5-7-4 эю? [2.3.9.8 | 2 
тта: азаа | 9: | 2.3.58 | 2 | as | мои: | ю 
тә [2.3.209 зоа" | zas 5 a9 [2.3.1.9 | 6 
ws | м. [э | ao азса 2 зз апя | 2 
anor [2-3-461 | 3 | ao | вв: | з з | таз 3 
am | ве | a || юз | mazi | n || ma [ева з 
этә, аиа 2 || зе [аис в || aa | 2-3-557 | в 
ami essen] в || so [2.3.1.8 | 2 эмт | 2.7.2 | 2 
тэт [2-3-22] 2 || son 0 ss | 2-2-7 | п 
тю | 2.51.7 | з | зова z 30 [1.3.5.7 | 22 
тюз | 2-3-467 | 2 | эш» 193 з ап | zs | т 
тз. | 2: 1409 mos [а-а 6 sn |r | 5 
zaas | 2.359 | s | м | 2:15 7 ses [вр | эз 
ви | и.» | 2 | aa [азза [т am [2.3.5.18 | 3 
тыз | 2-7-29 | 2 | м | т.т мо [ам | 5 
зв 2.3-5 2 || эз [2.331 | з мо | mas | 2 
zar р... п || зет. | 2.1583 s | as， јазса 5 
зве [esene] 2 | м9 | изи:и | 7 мә [таш | 3 
аә [:.из | т | мы [ааз 7 мт | г. т 
ТАЕНЕ | wer | zemes | 2 || so | resans] 2 
төт. | тзп | a | эю [:-5-п-э[ п || мез | 2-3-57 | з 
203° | 2 | 5 | эюз | г> 2 зет | виз | 2 
90 | ват | 2 || з» | г-и 3 иззат] 2 
тө? | mis зам | mase | 5 зи | 225236 | 2 
2927" s |за [г-з-т-з| ю || ses [2.3.1.5 2 








Рета 
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‚ | ьа |. | > > * , = * 
з [2-18-11] z | 329 |з | в | зп [e.5 

sm [meee] 2 || wor | 2-7-20 | э || ют ace э 
зыт; [zaa | s | we | изя | т || өз аса | з 
sa [amr || smo | zon | 2 || вы: | алым | ю 
3533 21, ваз 2 3793 21.379 5 4057 2.313 5 
aw | 2.296] 2 || ar [| mous | 2 | | ms] эз 
зп | зз | zv | 2 | өз | а» | п 
АПЕЛ || зп: | ms | 3 | я: | 2.5.49 | 
СЕТИ эз [т.з-т-з| з | өз [гзз-п-м| т 
aso aes | ЕТИ 2:09 | з || «з» | 21:58 | ۾‎ 
зт ан 2 || seer | 2-3-60 | + | ми jera. 12 
эзи: [ева | зис [г-у-т.п 2 | т | гюз | % 
3583 [2.3.199 | 3 3853 21.31. 107 2 4129 21.3.43 13 
3593 2449 3 3863° 2.1931 5 4133 2: e 1033 2 
зт аав | s || зт [везли 2 | из | вю | z 
зз рата | зы | в.в | в || ass | msn | 5 
3617" 2.13 з 3889 2.3 п 4157 21. 1039 2 
за | алап | s || sy атаа | в» ен | з 
ТИИ ES EEE EES am; mimin] 5 
зв [зз] || wm | зи: | | ш [ии п 
за | 2-3-07 | 2 | mo | دد‎ | 3 | эш: | 5-1 | в 
3659° | 2.31.59 | 2 | 3923 2.37.53 2 4217* 2.17.31 3 
зеп | 2-5-307 | эз | 59 | 2:4 a | ans миа 
an [ovn] | sn [ssm] г || em | maza [2 
3677 KIT . 3943° 2.3.73 3 4231 2.31.5. 47 3 
s pessoal 2 | mr | zao | 2 || es | 5.5 | э 
зөт poseren) || me | 2-261 | в || «мз | 7 io 2 
am аа | 2 || oo | ме | 2 || «з | zoo [2 
ЕКЕН ЕССЕ: з [es |ә [2 
зто 2113| 7 4003 |2.3.23.29 2 4261* | 2.3.5.71 Ж 
wa ааа 3 || от | 2-20 | 5 || en еза | 7 
| 2 | юз | в: | 2 || аз | тз. | 5 
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р P 1 . [4 2-1 = p pl Е 
TR EEE E | өө: [тэ-э + [am [| mase | 7 
ALERT z | asr [mos [в | ви: | вот [э 
зз [тзт [а [ш les] z | en EEE: з 
эз | mon | + | “m [ези [вв | moms [и 
sn [sss] w [вт [maza | [өп [zar [м 
ИЕ + | в» [тзт | + | өт ЕСТИ: 
и» [cscs] a | wa [=m | + [es [ece | 3 
АОИ KR ESER BEN ew [еее э 
из EEE + || вы: [зн + | ө» [возни [в 
пае 
sn раа өз | moos | э | e | ти» [в 
A ТОИ KZN ЕЕС WE KER EEE 
REET E | ens] ив | + [es [в [а 
zum [a | an | zs | w [өш [тшт [э 
а | + | ens [zarar] 2 [өө [ттн [т 
27.5.7 з 4703" 2. 2351 s 4951 [2.31.51.11] 6 
из а [т | аш | mas | + | өз [moro] 2 
as [мета | 2 | en [тзт | | вм: [ези |5 
жю веера KER EESTI | z | өө [mmn | п 
=з [юзе [т | sm [maran | + [Len [тпл] 2 
жт Гана [т | es | s | ee [zoom т 
з ева | в [везли а [ew [| osa [в 
з pusu] s [эз | zz | ¢ || өө аана 
ше | 2.23 | 2 4787 2- 2393 2 


























第 四 章 多项式 之 性 质 


Š 1. 多 项 式 之 整除 性 


今 往 讨论 以 有 理 数 为 系数 的 多 项 式 . Ш Sf 表 多 项 式 f (Cr) 之 次 数 . 
定义 1 命 /(z) 及 g(z) 为 二 多 项 式 ,g(x) 不 恒 为 零 .车 有 一 多 项 式 h(z) 使 
fx) = gGzyh(z), 
则 谓 к\т) 可 整除 fC). 以 
g(z)| fa) R g | f 
表 之 . zt ЖЕ 不 能 整除 /. 显然 有 
Фу! 
Gi f lg Kg | fW f 3 к 仅 相差 一 常数 因子 ,如 此 之 二 多 项 式 亩 之 相 结合 
的 多 项 式 ， 
Gi) АТАА 
чу) fla W 
Pf < ə°g. 
3 flg МЕХ, НЕ 之 真 因子 ,显然 有 a 了 < а. 
BRI 任 与 二 多 项 式 fO) 与 g(x),g(zx) 不 恒 为 零 , 必 有 二 多 项 式 q) 及 
r(x) 使 
f=q-g+= 
此 处 ~ 一 0 或 ar 一 ang- 
证 :可 以 依照 /之 次 数 行 归 纳 法 . 若 3"f < g WR q = 0r = f, НЯНЕЙ. 
Hf > g, 合 
f= aa t+, 2'f=n, 
к= Ва". ат, 
MJ 
IS ерла) < ə° f, 
则 归纳 法 之 假定 ,有 二 多 项 式 hO) 及 r(z) 存在 使 
fafa" "g = hg +r, 
此 处 + 二 0} ə°r < a"g. 如 此 则 


`6. 数论 导 引 





f = (hi 十 apiz в +. 
(q(z) = һ(х)+а.В82!т”".) 





明 所 和 欲 证 . 
定义 2 一 多 项 式 的 集合 1, 如 适合 以 下 之 条 件 , 名 为 一 理想 集合 (ideal) : 
G) ЛЕ 为 1 中 之 多 项 式 , 则 /十 g 亦 在 其 中 ， 
Gi) 车 /为 1 中 之 多 项 式 ,h 为 任 一 多 项 式 , 则 fh 亦 在 其 中 . 
例 . 一 多 项 式 f) 之 诸 倍 式 ,成 一 理想 集合 . 
定理 2 任 一 理想 集合 中 可 以 更 出 一 多 项 式 f, 使 凡 此 集合 中 之 多 项 式 必 为 
之 倍 式 , 即 该 集合 是 f 的 诸 售 式 所 组 成 的 . 
证 : 命 了 为 此 理想 集合 中 之 次 数 最 低 者 . E z 为 此 集合 中 之 任 一 多 项 式 而 非 f 
之 倍 式 , 由 由 定理 1 可 知 有 二 多 项 式 g(z) 及 r(z)( 天 0) 使 
g=q+f+r, а "у. 
因 了 在 此 理想 集合 中 ,由 (ii 可 知 gf 亦 在 其 中 ,更 由 (i)g 一 gf 亦 在 其 中 , 即 在 此 
理想 集合 之 中 . 但 7 之 次 数 低 于 /之 次 数 , 此 与 假定 相 违 缘 . 故 得 定理 
定义 3 fy f ER g 为 二 多 项 式 . 取 形 如 mf + ng 之 多 项 式 所 成 的 集合 (此 处 m 
Хи). 由 以 上 之 定理 可 知 此 为 一 多 项 式 d 之 倍 式 所 成 之 集合 , 此 式 名 为 
f Жк 之 最 大 公约 式 ,以 ([,g) = d 表 之 .为 使 其 唯一 决定 起 见 , 取 (f,g) 之 最 高 方 
之 系数 为 1. 
定理 3 (f) 有 次 之 性 质 : 
G) 有 二 多 项 式 m 及 nn 使 (f ,8) = mf + ngs 
А) 对 任 二 多 项 式 m Kn ФМС, в | mf + ng à 
Gü) l| fal g Wi Св). 
证 :(i) RGD 可 由 定理 2 4822, Gi) 可 由 (i) 得 之 . 
定义 4 ËD = 1, 则 了 与 g NER. 
定理 4 若 p 为 一 不 可 化 多 项 未, 且 户 | fg, 则 p|f 或 p | g. 
证 :车 p+f, 则 (f,p) = 1. 故 由 定理 30i), 有 二 多 项 式 m 及 n 使 
mf +np = 1, 
故 
mfg + тр = g+ 
Epl fas TIM p | g. 故 得 定理 . 


$ 2. 唯一 分 解 定理 


定理 1” 任 一 多 项 式 皆 可 分 解 为 不 可 化 多 项 式 之 积 . 若 互相 结合 的 多 项 式 算 
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作 相 同 ,并 不 计 因子 之 次 序 , 则 此 种 分 解法 是 唯一 的 . 

证 :1) 分 解 性 .于 f 之 次 数 上 行 归纳 法 . 车 不 可 分 解 , 则 手 待 证 明 . 若 可 分 
解 , 命 

f= gh, ав < әу, аһ < "у. 

由 归纳 法 之 假定 ,已 知 g Kh 皆 可 分 解 为 不 可 化 多 项 式 之 积 . 

2) 唯一 性 仍 于 了 之 次 数 上 行 归纳 法 . 假定 

f= а ро ph = aqiq 

此 式 中 p R q AARTE RR ZRH р 与 p;(i 关 让 不 同 ,q 
9403) ЖИ. 由 定理 1.4,p 必 与 gq,，,… ,qi 中 之 一 相 结 合 , 假 定 其 即 为 q ,由 于 
其 最 高 方 之 系数 为 1, 故 p. = q. ШАВ 


£ = apr pf ph = саф 





因为 大 之 次 数 低 于 三 故 由 归纳 法 得 出 定理 ， 


定理 2 Hfl) уко) 为 二 个 有 有 理 系 数 的 多 项 式 , 且 /(zx) 为 不 可 化 , 若 
f(z) = 0 Bj g(x) = 0 有 公共 根 , 则 必 
fe) | gG. 
МЕ: М f(z) = 0 55 g(z) ОНА СГС) оС) #1. ft d(r) Ж f(x), 
&(z) 的 最 大 公 因 式 , 则 因 f(2) 为 不 可 化 , 故 必 d(z) 与 f(x) 相 结合 .所 以 
fe) | gG). 
由 此 定理 立刻 可 得 : 若 f(z) 为 一 次 不 可 化 多 项 式 .而 以 
دای‎ OD д 
表示 ГС) = 0 所 有 的 根 , 则 必 9 闫 ?Ci 关门 .县 车 某 一 ”适合 男 一 有 理 系 数 
方程 式 g(z) = 0, 则 f(z) = 0 的 其 他 一 1 个 根 亦 必 适 合 此 方程 式 . 
жиз fy f Rz 皆 为 最 高 方 之 系数 是 1 的 多 项 式 : 


а, >0, 





ь.>0, 
式 中 户 是 不 相等 的 不 可 化 多 项 式 , 且 其 最 高 方 之 系数 等 于 1, 则 
Cf.) = рор 





此 处 c, = тіпа, ,b.). 

此 定理 之 证 明 极 易 , 从 略 . 

定义 1 命 f,g 为 二 多 项 式 .及 g 党 能 整除 之 多 项 式 名 为 此 二 式 之 公 倍 式 . 
其 中 次 数 最 低 者 称 为 最 小 公 倍 式 , 以 [f,g] 表 其 中 最 高 方 之 系数 为 1 者 

定理 4 ”一 如 定理 3 之 假定 ,可 得 
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[f.g] = ph prs 
此 处 d, = max(a,,b.). 
由 此 立 得 : 
定理 5 ”二 多 项 式 之 任 一 公 倍 式 , 必 为 此 二 多 项 式 之 最 小 公信 式 所 整除 . 
定理 6 # f. 为 二 多 项 式 ,其 最 高 方 之 系数 为 1, 则 
fg =[/f,g1(f,8). 
习题 1. 由 第 一 章 之 内 容 试 拟 若干 习题 . 
习题 2. 试 将 理想 集合 的 观念 推广 到 含 多 个 变数 的 多 项 式 . 并 举例 证 明定 理 
1.2 并 不 真实 . 
提示 :二 多 项 式 
Каун =0, (х,у) 一 0 
之 轨迹 代表 一 空间 代数 曲线 . 形 如 mf + ng 之 多 项 式 所 成 之 理想 集合 1, 有 次 之 性 
质 :此 代数 曲线 上 之 点 使 1 中 任 一 多 项 式 等 于 0. 


8$3. 同 R =< 


@ тб) 为 一 多 项 式 . 若 
m(z) | f€) — gD, 
MJN f(a) 与 g(z) 对 模 m(z) 同 余 ,以 
f(z) = glz) (mod m(z)) 

RZ. НЕ тС) 显然 有 

Gf 与 其 自己 同 余 ; 

Gi) 若 了 与 g 同 余 , 则 g 与 /也 同 余 ; 

GD # f ig 同 余 ,g 3 h 同 余 , 则 /与 4 也 同 余 ; 

G) # 





fi=g (шойт), 
则 
РЕР =g+g. (тойт), 
ffi = gg, (mod т). 

此 诸 结果 之 证 明 从 略 (参考 S 2.2). 

对 模 m(z) ,可 分 多 项 式 为 剩余 类 :每 一 类 中 之 多 项 式 蕴 对 模 m(z) 同 余 , 属 于 
不 同类 中 之 一 多 项 式 必 不 同 余 . Gv) 建议 诸 类 之 间 可 定义 加 减 及 乘 . 显然 ,此 诸 类 
所 成 之 集合 对 加 减 乘 而 言 自 封 . 以 0 Ж mC) 所 能 整除 的 多 项 式 所 成 的 剩余 类 . 

Fi mC) 不 可 化 ,更 可 证 明 :剩余 类 所 成 之 集合 中 也 可 定义 除法 (当然 ,除数 非 
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0). 切实 言 之 , 若 f(x) ЗЕ mz) 之 倍数 , 则 有 二 多 项 式 <(z) 及 b(z) 使 

або) +b(z)mC) = 1. 
MALAR alr) 使 

alr) f(x) == 1 (mod m(z)). 
故 得 

定理 1 Fm 为 不 可 化 , 凡 非 0 之 剩余 类 , 必 有 其 唯一 的 道 类 . 切实 言 之 , 命 

和 A 表 一 非 0 之 剩余 类 , 必 有 一 类 B 存 在 ,使 A,B 中 各 取 一 多 项 式 /(zx) 及 g(x) 常 有 
次 之 关系 : 

Гад) =1 (mod m(z)). 

今 更 举例 以 明 本 节 之 内 容 : 取 mm(z) = zx? 十 1. 此 乃 一 不 可 化 多 项 式 . 任 一 剩余 
类 中 必 有 一 唯一 的 多 项 式 ; 
ar +b. 
换言之 ,az 十 5 可 以 表 所 有 的 剩余 类 . 类 间 的 和 差 之 定义 如 次 : 
ar+b+(azr+5)= (аа + (+b). 
其 积 
(az + )(аух + b.) = ааз? + (ab, +a,b)r + b, 
= (ab, 十 wb)z 十 的 ,一 aa (mod z’ +1). 
因此 ,如 以 有 理 数 对 (a,b) 表 一 剩余 类 之 包 有 az +b 者, 则 其 间 加 减 乘 之 关系 如 次 
(a,b) + (а,Ь) = (a tabi b), 
(a,b) Car sbi) = (Саб, + Ваз sbb, — аа). 
由 于 
(ат +b)(—ar +b) = a" +b (mod 2? +1), 


所 以 (awb) А (ртр) RAZR ai +b ZINDAN AR. 


根据 此 处 所 建立 之 原则 ,车 тох) 为 一 n 次 多 项 式 ,其 最 高 方 的 系数 为 1, 则 任 
一 剩余 类 必 包 有 一 个 多 项 式 其 次 数 小 于 n, 并 且 仅 有 一 个 . 故 所 谓 模 m(z) 之 诸 剩 
余 类 之 讨论 可 以 看 成 为 形 如 

ах! Faz? Б Балх Ба. 

之 多 项 式 之 讨论 . 二 如 此 元 素 之 和 即 为 由 其 对 应 系数 求 和 所 得 出 之 多 项 式 ,其 积 即 
为 由 普通 之 求 积 法 所 得 出 之 多 项 式 以 m(z) 除 之 所 得 出 之 最 低 次 余 式 . 

习题 1. 9 а ,az va 各 不 相同 . 求 一 二 次 多 项 式 f(z) 适合 于 

а) =й, а) = В. fa) = В. 

并 说 明 其 与 大 衍 求 一 术 之 关系 . 

解答 : 
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JO A = ay КЁ сатаата ТӘ EE 
ЖЛ) Lagrange ЛАК. 
习题 2. 设 mi(z) 与 m (r) 为 二 不 互相 结合 之 不 可 化 多 项 式 . 命 1(z) 及 
Л) 为 所 与 之 多 项 式 . 证明 必 有 一 多 项 式 f(x) 使 
fz fi(z) (mod m(z)), 
f(z 万 (z) (mod т, (х)). 
习题 3. 试 推广 以 上 二 习 是 





$ 4. 整 系数 多 项 式 


显然 所 有 的 整 系数 多 项 式 对 加 减 乘 自封 . 
一 组 整 系 数 多 项 式 适合 以 下 条 件 时 , 亩 之 成 一 理想 集合 ， 
(DF fog 在 此 集合 之 中 , 则 了 十 g 亦 然 ; 
GD 着 /在 此 集合 中 ,而 к 为 任 一 整 系数 多 项 式 , 则 fg 亦 在 此 集合 中 . 
定理 1 〈Hilbert), 在 一 理想 集合 A 中 必 有 有 限 个 整 系数 多 项 式 f. 
有 次 之 性 质 :A 中 任 一 多 项 式 f 必 可 表 为 
= Л + + + g.f.. 
此 处 gi sg, 也 是 整 系数 多 项 式 . 
证 :1) 在 А 中 诸多 项 式 之 最 高 方 之 系数 成 为 一 集合 B, 此 集合 为 整数 所 成 的 
模 , 何 则 ? 若 a,6 在 此 集合 中 ,其 对 应 的 多 项 式 为 
fO) = artt, gO = hr" +. 
则 由 (ii) 可 知 FCD ,g(x)zx" W fE А 中 , 即 
f(a)z" +£ g(z)z" = (a t )х"" + 
也 在 A 中 ,而 此 式 之 最 高 方 之 系数 为 a 士 b. 因此 证 明 B 是 一 模 . 由 定理 1. 4. 3, 可 知 
B 中 有 一 正 整数 d ,使 凡 B 中 之 数 入 为 d 之 倍数 . 命 以 此 d 为 最 高 方 之 系数 的 多 项 
Ая 








fi = а ¥ dja" + аня + dı. 
2) 对 A 中 之 任 一 多 项 式 /, 必 有 二 整 系数 之 多 项 式 q(x) 及 r(x), 使 
Хер = ga) fila) + тл), 
JA a'r < fi BR r = 0. 何 则 ? 若 f(D) 之 次 数 低 于 fia) 之 次 数 , 自 母 待 言 ,车 
fU = artta + +a, п>1, 
则 由 1) ERI d | а, 


ИЕ) 
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为 一 多 项 式 , 其 次 数 三 n 一 1. 若 其 次 数 仍 大 于 4, 则 其 最 高 方 之 系数 仍 为 d 之 倍数 . 
故 可 续 行 此 法 以 得 2) 之 结论 . 

3) # A 中 无 低 于 上 次 之 多 项 式 , 则 定理 已 明 . 不 然 , 命 d 为 A 中 所 有 低 于 1 次 
之 多 项 式 之 最 高 方 之 系数 的 最 大 公约 数 ,又 命 

№ = dxf + ал ++ (d| d) 
为 其 对 应 之 多 项 式 . 用 上 法 可 知 , 凡 А 中 次 数 小 于 / OS T” EARS 必 可 表 
为 
fe) = ад fila) + (а), 

此 处 q(z),r(z) ЗЕ ИКОН Ir < 2° f, R r= 0. 

ERIT IEE TT ERE. 

习题 1, 试 将 定理 1 推广 到 个 变数 之 情况 . 

习题 2. 试 将 定理 1 中 之 整 系数 多 项 式 换 为 整 值 多 项 式 而 研究 其 正确 性 . 


$ 5. 以 素数 为 模 之 多 项 式 


ЖЮРИ ЖЖ. 且 设 是 一 固定 素数 . 
定义 1 车 二 多 项 式 /(z) RK gO) 之 对 应 系数 篆 对 模 户 同 余 , 则 此 二 式 调 之 对 
模 户 同 余 ,以 
f(z) Egl) (mod p) 
表 之 .例如 
Ta’ +16249 82242 (mod 7). 
Хо 之 最 高 方 之 系数 非 p 之 信 数 者 ,名 为 此 多 项 式 对 模 p 的 次 数 ,以 f KZ. 例 
如 ,对 模 7. 
д°(7х* + 16х +9) = 1, 
但 对 模 3， 
аа? + 16z +9) = 2. 
如 此 所 定义 的 同 余 关系 显然 有 次 之 诸 性 质 : 
0700) = f(z) (mod p); 
Gi) # f = g(mod р), g = f(mod р): 
== h(mod p), MJ f = h(mod p); 
= gı (mod р), 
ГЕЛ = 6+ (mod p) 
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ffi = gg, (mod p). 
特别 值得 注意 者 为 
Сер»? = f(z) (mod p). 
ЖХ2 ff) Rgl) 为 二 多 项 式 ,5(z) 不 恒 为 零 ,mod р. 若 有 一 多 项 式 
h(z) 使 





f(z) S h(z)g(z) (mod p), 
则 谓 g(z) 可 整除 /(z) mod р. ME gC) 为 f(x) 之 因 式 ,mod р, g(z) | f(z), 
mod р 表 之 . 
例如 :由 于 
д? + — 4л? +22 (22° — 3(3 — 27 +1) (той 5), 
可 知 
22" —3 | 2 +31‘ — 42° +2 (mod 5). 
显然 有 
(Df(z) | f(z) mod р; 
(ii) # f(z) | Сх) mod p, Ж g(z) | f(z) mod p, f(z) 5 Сх) 仅 相差 一 
常数 因子 , 即 有 一 整数 a 使 
f(x) = ag(z) (mod p). 
如 是 之 二 式 名 为 互相 结合 ,mod р. 显然 任 一 多 项 式 共有 p — 1 个 多 项 式 与 之 相 结 
会 ,mod ,而 其 中 有 一 个 ( 且 唯 有 一 个 ) 其 最 高 方 的 系数 为 1; 
(iii) # f | g mod p,g | h mod р, f | h mod p; 
Су) 任 与 二 多 项 式 f(z),g(z),g(z) 不 恒 为 零 ,mod p, 必 有 二 多 项 式 q(z) 与 
rlz) 使 
f(z) = ф(х) в) +2) (mod p), 
此 处 r(z) = 0(mod р) RÈ 3'r < "д. 
定义 3 车 一 n 次 多 项 式 /(zx) 不 能 分 解 为 两 个 低 于 nn 次 多 项 式 之 积 ,mod р, 
则 此 多 项 式 称 为 对 模 p 不 可 化 多 项 式 ,或 对 模 p Ж ЖЛ. 
例如 :车 取 p = 3, 则 不 互相 结合 的 一 次 式 有 3: 
= z+1, z+2, 
ERTE. 不 互相 结合 的 二 次 式 有 9: 
=, tr, 2° +22, 
2+1, Е e ac, 
2+2, ка, x +2r+2 
其 中 可 化 者 有 6(= (zx 十 a)(z 十 5)), 而 不 可 化 者 有 3: 
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2+1, FHL, 2 +22. 


注意 :一 多 项 式 对 模 p 不 可 化 , 则 原来 也 必 不 可 化 ,由 此 证 出 ,x 十 2+ 十 2 无 有 


жш. 


已 与 一 户 , 求 出 有 多 少 个 n 次 不 可 化 多 项 式 ,mod p, 乃 一 极 有 趣味 的 问题 ,将 


于 8 9 中 解决 之 . 


定理 1 任 一 多 项 式 可 以 分 解 为 不 可 化 多 项 式 之 积 ,mod р. 会 结合 关系 及 次 


序 外 ,此 分 解法 是 唯一 的 . 
证 明 与 定理 2. 1 的 证 明 同 , 故 从 略 . 


与 $1 同 法 ,可 定义 最 大 公约 式 及 最 小 公 倍 式 . 以 (/,g) 表 fig 之 最 大 公约 式 


之 最 高 方 系数 为 1 者 ,并 可 证 明 
定理 2 有 二 多 项 式 m(z) BR nlr) № 


тб) f(z) + n(z)g(z) E (/(х),д(х)) (mod p). 


56. 若干 关于 分 解 之 定理 


定义 1 命 
Уб) = az" Hania е 
表 一 多 项 式 , 多 项 式 
тах"! + (п Dania"? ++ 


称 为 f(z) 的 导数 ,以 (zx) RZ. 


显然 有 
ед + gG) = f(z) +g Со). 
由 于 
(а^ o a) = (m+ mr 
= тт" + и" 
= ату а)", 
可 以 证 明 
(f(z)gC(z))' = f'(z)g(z) + g'(z) fGz). 
йш 
fay = Daz, gG) = Sz. 
则 由 (1) 可 知 


(fOz)g(z))' = Уа) = 55 Ува". 


a) 


(2) 


(3) 
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再 由 (2) 及 (1) 可 知 


Dga = За. Зыков + (y zi) 


= Day Dow + Уа (Ўв) 
= ово ро. и 

定义 2 ” 若 一 多 项 式 fU 能 为 另 一 非常 数 之 多 项 式 之 平方 所 整除 ,mod p, А] 
f(r) 名 为 有 重 因子 ,mod р. 

例如 :zz + x 一式 一 十 f 十 1 对 模 3 有 重 因子 (zx? + 1). 

定理 1 f(D 有 重 因子 之 必要 且 充 分 条 件 为 (f(z) ,f(zx)) 之 次 数 > 1. 

证 :1) 假定 f(x) 有 重 因子 , 即 

f(z) = PCz)QCz) (mod p), 
其 导数 为 
f(z) = 2P(z)P'(z)Q(z) + P'(z)Q'(z) (mod p), 

故 fer), C) 有 公 因子 P(z) mod p. 

2) 假定 P(z> 为 (7(z), 广 (z)) 之 不 可 化 因子 ,mod p, H 

f(a) E PQl) (mod р), PCz)+QGz) (mod p), 
则 
Уба) = P (Q(z) +@'(х)Р(х) (mod р). 
由 Р(х) | /'(х) mod р, FIRI Р(х) | P'(z)QCz) mod р. 由 于 P(z)+QCz) mod р, 
可 知 
Р(х) | P'Cz) (той p). 

由 于 P'(z) 之 次 数 低 于 POD 之 次 数 , 故 必 PC) = 0 (mod р), Р(х) 的 形式 一 
定 是 


PG = Saa”, 
由 于 


Рт: 





(Sar) (mod p), 
可 知 PCa) 并 非 不 可 化 ,这 与 假定 相 违背 . 定理 已 经 证 明 . 
定理 2 рул, z — 1 ЖЖ T mod р. 
WE: ff п 是 适合 
m’=1 (mod р) 
之 整数 , 则 
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Са" — lyn) = (а^ — 1 —n'nz™' znr) 


= сито = 1. 





由 定理 1 推出 本 定理 . 
定理 3 命 (m,n) = d, 则 
a-h- D= 
WEË m = n, 此 定理 显然 真实 . 
Я N = max(m,n), 今 于 NN 上 施用 归纳 法 .假定 n> т. 由 归纳 法 假定 可 知 
ا ی‎ -1( =) 1 一 zz 一 D) 
а" 1,27" -1( 


= (2-10), 








此 处 
d = (m,n—m) = (m,n) = d. 


294 msn) =d, W 


С س کے1‎ 1( = —1. 
Erf = (加 一 1, 加 一 1. 由 定理 3 可 知 
С 1,0700) на. 


再 如 定理 3 之 证 法 ,可 知 
=ор"—1,р—1) = p —1. 


$7. 重 模 同 余 式 


定义 1 MpK plr) 为 一 多 项 式 . 若 f;(z) 一 fi(z) Я ф(х) ZER, 

mod р, № f 及 f, 对 重 模 psp) 同 余 , 记 之 如 : 
Ле = f(z) (moddp,e(z)). 
йш. 
x + 3x +m +4z+380 (modd 5,27" — 3). 

显然 有 次 之 诸 性 质 : 

Df) Z f(z) C(moddp,g(z)); 

2) # f 5 g HER pp) 同 余 , 则 8 5 f ЖЖ, 

3) 若 了 与 5 R g 5h И р, (г) 同 余 , 则 f 5h 亦 然 ; 

4) 若 


M 


f(z) = gla) fi СР) к: СР) (moddp,g(z)), 


则 
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Рб) Efile) E g(z) +g) (moddp,g(z)), 





ffir) = Сх) вз) (moddp,glz)); 
5) H plr) 对 户 之 次 数 为 n. 任 一 多 项 式 必 与 下 列 多 项 式 之 一 
а ал+ Балт, 0<a<p—-1 а 
AR. 显然 (1) Жр 个 多 项 式 , 其 中 无 二 者 对 重 模 pb,9(z) 同 余 , 且 任 一 多 项 式 必 与 
其 中 之 一 同 余 ,moddp,g(z). 
定义 2 由 (1) 所 表 出 的 p" 个 多 项 式 称 为 重 模 p p) 之 完全 剩余 系 . 一 完全 
剩余 系 中 除去 与 ро) 非 互 素 者 称 为 重 模 pp) ZAR. 
定理 1 # /(zx) МАЙ р.р) 之 完全 剩余 系 , Hga) pla) = 1, WJ 
б) С) 也 过 一 完全 剩余 系 . Ë S) 过 缩 系 , 则 g(x)f(zx) 也 过 一 缩 系 . 
证 :车 
я(х)/\(х) E д) (т) (moddp,p(7)), 
则 由 于 (g(z),9(z)) = 1, 可 知 
РС) = f(z) (moddp,p(z)). 
由 此 性 质 易于 获得 本 定理 之 证 明 . 
习题 . 试 推广 Euler 函数 之 定义 . 进而 求 出 其 表示 公式 . 


$ 8. Fermat 定理 之 推广 


设 记 为 一 案 数 ,p(z) 为 n 次 不 可 化 多 项 式 ,mod p. 
定理 1 对 任 一 非 p(x) 之 信 式 之 多 项 式 f(z),mod ptit 
СРС) =1 (moddp,p(z)). 
对 任 一 多 项 式 常 有 
(f(z))* = f(z) (moddp,g(z)). a) 
特别 有 
z” Ех (modd p,g(z)). (2) 
证 : 命 
Берии, (moddp,p(7)) 
为 一 缩 系 ,moddp,p(z). 则 
ffi ff 
亦 为 一 缩 系 . 故 
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Пло = Посол» повар, ре)», 
Bp 


(Cf(z)*"— [[/,‹х› =0 (тоййр,ф(л)). 


故 





Са)" 
此 乃 第 一 章 Fermat 定理 之 推广 . 
注意 :(2) 固然 是 (1) 之 特例 ,但 (2) 也 可 直接 推出 (1) Ж.Ж 


СРС)" = fa) = f(r) (moddp,g(z)) 


21 (moddp,g(z)). 


故 也 . 
习题 . 试 推广 第 二 章 中 之 Euler EH. 
定理 2 任 一 ”次 不 可 化 多 项 式 一 定 整除 z” ' —1,той р. 此 定理 可 由 定理 1 
直接 推出 . 
定理 3 重 模 方程 
f(X) =0 (moddp,g(7)) 
之 根 之 个 数 不 超 过 /(X) 之 次 数 . 
证 :着 g(x) 是 此 式 之 一 根 , 命 
ОЮ) = aX" +a X ++, 
则 
SX) — f(g(z)) = а, СХ" СаСО) Жа, CX СаСО + one 
= (X—z(zh(X). 
Ж gi (z) 是 另 一 根 Z g(x), 则 得 
h(gı (r)) =0 (moddp,g(7)), 
由 此 可 证 出 本 定理 . 
定理 4 7 一 1 不 为 一 高 于 次 之 不 可 化 多 项 式 所 整除 ,mod р. 
ЗЕ р) 是 一 不 可 化 多 项 式 ,mod р, КФ m > n, ARAE 
= (moddp,g(z)). 
对 重 模 p,y(z) 有 p" 个 互 不 同 余 之 多 项 式 f (z). A) = /(х”)той р, 
Сар" E ДС" = f(z) (moddp,y(7)). 
Bp X” = Х(тод4р,4(=)) 之 根 数 为 p” 而 大 于 p", 此 不 可 能 . 
定理 5 # (r) 为 一 /次 不 可 化 多 项 式 ,mod Р.Н 
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Wa) | =” —т (mod р), 


则 n. 
证 :由 定理 2 及 本 定理 之 假定 
pla) | (a= — 1,” — 1) (mod р), 
由 定理 6. 3 
Wa) 121—1 (mod p),d = (nD). 


更 由 定理 4,1 < d = (nD. tk l= а, 1 | n. 
习题 . 设 Wz) 及 ф(х) 都 是 不 可 化 多 项 式 ,mod p, WJ 
#\Х) 50 (moddp,p(z)) 
可 解 之 必要 且 充 分 条 件 为 ay | Tp 并 证 若 可 解 则 可 分 解 为 一 次 因子 之 积 . 


$9. 对 模 p 之 不 可 化 多 项 式 


定理 1 所 有 的 n 次 不 可 化 多 项 式 ,mod p, 之 积 等 于 


(mod р), 





ЖА оа ЇЙ 之 不 同 的 来 因子 、 


证 :由 定理 6.1,x” 一 x 无 重 因子 , 故 可 分 解 为 若干 个 不 同 的 不 可 化 多 项 式 
Ka) = x + کر‎ + 


ZR. M gC) | z” — xd | п. 
今 用 51.7 之 逐步 淘汰 原则 :已 知 z” 一 x 为 诸 m(m | n) 次 不 可 化 多 项 式 之 积 . 
于 其 中 除去 所 有 的 多 项 式 之 次 数 整除 六 ft. 但 以 q 之 因子 为 次 数 之 多 项 式 已 除 


了 两 次 , 故 又 必需 添上 ,等 等 . 
定理 2 共有 


10 x Ук“ + У) рене Урень + 


“ч 


个 n 次 不 可 化 多 项 式 ， > 过 = 之 所 有 的 素 因 子 , > ) 过 nn 的 所 有 的 不 等 的 素 因 


“ч 
子 对 qq: ,等 等 . 
证 :定理 1 中 之 多 项 式 之 次 数 是 


м=р Ур +, а› 
其 每 一 因子 之 次 数 为 n, 故 得 定理 . 


第 四 章 。 多 项 式 之 性 质 .ъ. 
Lj 











(mod рман), 
# N > 0. 是 以 

定理 3 必 有 一 n 次 不 可 分 解 多 项 式 存在 . 

习题 . 无 遗漏 地 补 出 下 一 节 中 所 略 去 的 证 明 . 


$10. М 根 


本 节 中 所 述 与 第 三 章 Š 8 所 论 者 颇 多 相似 , 故 将 详细 证 明 留 诸 读者 . 
设 (f(z),p(z)) = 1, 若 有 一 多 项 式 glr) 存在 ,使 
(Cg(z))" = f(z) (moddp,p(z)), 
W f(x) # № т АЖ товар, (2). 
f(z) R IK M 2 2 W Н ЖЖЖЖ 
СРС 351 (moddp,g(7)), 





不 然 
СРС 1 (moddp,g(z)). 
定义 ”最 小 之 正 整数 /使 
ору 1 (moddp,p(7)) 
者 名 为 ГС) 所 属 的 次 数 . 

如 前 可 证 ! 乃 加 一 1 之 因子 ,并 可 证 明 属于 次 数 ! 的 多 项 式 之 个 数 等 于 8(1), М 
此 有 фр" — 1) 个 多 项 式 属于 次 数 加 一 1. 这 种 的 多 项 式 名 为 原 根 (moddp. p(x))。 
车 f(z) 是 一 原 根 , 则 

SaD, v= lep 
表示 所 有 非 零 的 互 不 同 余 的 多 项 式 ,moddp,g(z). 

不 难 证 明 连 乘积 

‹х-/.%) 


(其 中 f, 过 所 有 的 原 根 ) 等 于 
По 


íD_— мл ЧА. O 
По) JJ Qos ty 


E 





р 
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此 处 J 过 p" 一 1 的 所 有 的 案 因 子 g, [| 过 "一 1 的 所 有 的 素 因 于 对 g,gqi,q 关 gi; 
等 等 
习题 .证明 所 有 的 非 零 的 互 不 同 余 的 多 项 式 之 乘积 三 一 1(moddp. g(z)). 
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本 章 所 讨论 之 各 种 对 象 可 以 归结 起 来 ,使 其 原则 化 ,抽象 化 ,因而 建立 起 以 下 
的 各 种 概念 . 这 些 概念 是 近世 代数 (或 称 抽 象 代数 ) 之 基本 对 象 . 

一 组 元 素 称 为 一 集合 R. 元 素 的 个 数 可 以 是 有 限 个 ,或 无 穷 个 . 

1, 如 其 间 可 以 定义 加 减 , 且 对 加 减 自封 ( 即 二 元 索 之 和 及 差 缘 在 此 集合 中 ), 则 
此 集合 名 为 模 . 

例如 :所 有 的 偶数 成 一 借 , 所 有 的 偶数 系数 的 多 项 式 也 成 一 模 . 

模 有 时 也 称 为 Abel 群 . 

2. 如 尺 中 可 以 定义 加 减 乘 , 且 对 加 减 乘 自封 , 则 此 集合 名 为 环 . 

例如 :所 有 的 整数 ,所 有 的 整 系数 多 项 式 都 成 一 环 . 

3. 一 环 尺 中 之 一 分 集 E 如 适合 下 列 二 条 件 , 则 名 为 理想 集合 ; 

i) Жаь ЕЕ, a — bIREE 中 ; 

ii) # a ZE E Pii r TER 中 , 则 ar 亦 在 E th. 

例如 :在 所 有 的 整数 所 成 之 环 中 ,偶数 所 成 之 集合 印 为 一 理想 集合 , 在 整 系数 
多 项 式 之 环 中 , 形 如 

Га? +1) 十 28(z) 工 

之 多 项 式 亦 成 一 理想 集合 . 此 处 了 及 & 过 所 有 的 整 系数 多 项 式 . 

4. 如 尺 中 可 以 定义 加 碱 乘 除 ( 除 数 非 零 ) ,而 对 四 则 运算 自封 , 则 此 集合 名 为 
м. 

例如 :所 有 的 有 理 数 成 一 域 . 
以 一 不 可 化 多 项 式 为 模 , 所 得 出 的 剩余 系 成 一 域 ,此 即 近世 代数 上 所 谓 的 代数 

扩张 . 

又 以 案 数 p 及 对 p 不 可 化 的 n 次 多 项 式 g(x) 为 重 模 , 所 得 出 的 剩余 系 成 一 域 ， 
此 域 共有 р" 个 元 素 . 

在 将 来 学 习 近 世 代数 时 ,如 读者 能 把 握 了 本 章 所 涉 的 具体 例子 ,将 帮助 读者 易 
于 捉摸 其 中 若干 概念 的 涵义 - 


第 五 章 ”素数 分 布 之 概况 


本 章 仅 将 素数 分 布 之 情况 , 作 一 广泛 的 叙述 ,而 不 作 任 何 精深 的 探讨 . 此 可 视 
为 解析 数论 之 导言 . 本 章 读者 需 略 知 微 积分 . 


$ 1. 无 穷 大 之 阶 


在 讨论 素数 分 布 之 情况 时 , 诸 无 穷 大 之 比较 概况 不 得 不 知 . 而 比较 无 穷 大 时 常 
用 次 之 符号 ， 
<, 0, о, ~. 
今 往 解释 之 如 次 : 
设 ”过 正 整数 趋向 无 穷 (或 r 为 一 连续 变数 趋向 无 穷 ). 设 p(m) (或 P(z)) 为 
nR z) 之 正 值 函 数 ,/(m) (或 /(x)) 为 任 一 函数 , 若 有 一 与 na( 或 z) 无 关 之 数 人 ,使 


|f IS Ав, 
则 看 人 以 
f<ç 
RZ. НШ f~ z< 9, 为 方便 起 见 , 春 人 记 之 如 
f = z+Ot(@. 


又 = o(9g), 了 一 9 之 意义 各 为 
lim LD = 0 或 1( 或 im E2 = о. 
a p(n) е 
是 以 有 次 之 数 例 ， 
sinr <1, а < +< z+, r+} = o, 
z 十 sinz 一 z， 或 工 十 sinz = х ОС). 
当然 ,趋向 无 穷 ”一 语 可 以 换 作 " 趋 于 限 .例如 当 z 一 0, 则 z: = Ol) sinz 
一 xz 小 十 工 一 1 等 等 .但 以 后 如 无 特别 声明 , 则 概 指 趋向 无 穷 而 言 . 
显然 有 次 之 诸 性 质 :(DPp € e: Gi) # f < orp € pA f < g: Gi) E f < фек 
< f + g < g+ ç R fg < фр. Ш < ос ), 则 (ii)(iii) RA. 
3)1 фр, бй р - фр ~ وی‎ (0р سہ‎ фор ~ x Ñ g— за уф, 
Фф — د‎ J дф ~ фр. 
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$ 2. 对 数 函数 (logarithmic function) 


于 素数 分 布 之 研究 中 ,对 数 函 数 logz 实 不 可 少 , 今 假定 读者 已 知 logz 之 定义 ， 
而 重 述 其 一 二 简单 性 质 如 次 : 因 


еее ТОЕТ 





GFDI 
HM x> со В}, 


> FDI 


而 此 趋向 无 穷 . 即 e В т 之 任何 方 次 为 快 ,或 谓 е ZENKZAMKT z" 
之 阶 , 或 可 书 为 z* = ole). H a HERM z = Оба) = ole), 
因 logz Ti e” 之 逆 函 数 ,以 logy КА ERZ =, ову)" = оСу). 即 得 
logr = 0027) (822 0). 
换言之 ,logz 之 无 穷 大 之 阶 较 之 任何 正 数 方 次 为 小 . 易 见 log logz 更 较 logz 为 小 . 
定理 1 





> T ~ logz. 
证 : 因 
=[ #< y 1 "dt a 
logz = | Š <51 <1+ || & = 1+ logz. 
故 得 定理 
定理 2 а 
(Г ya 
iz +.) 
则 
iz pw 
证 ， 
ша Ш: = lim Чы) 
ss Шш 
б. от 
par 
i 
$ 1 





gz оёт 


第 五 章 Жилигин #79. 





31 я 


素数 之 分 布 状况 , 乃 数论 中 最 有 趣味 之 一 分 支 . 其 中 之 推测 及 定理 ,类 多 先 由 
经 验 得 来 . 今 先 将 若干 问题 ,及 古人 对 此 问题 所 猜测 之 结果 ,及 支持 此 种 猜测 之 数 
例 , 温 述 如 下 ， 

G) то) 为 不 大 于 工 之 素数 之 个 数 , 则 有 次 表 : 























$ кә = i нө 

те a m| т лш 

10000 из кше] аш тз 

sowo эз “| озш 1028 

100 00 ры ває зею оз 

s00 00 ази зало | аве osso 

1 o00 000 төө пе | mem ons 

2 000 00 eon | ru | 95 ons 

зоо ооо заз | зало] эшем гт 

10 000 000 um) ear] som шз 

mono | — iman] тизєҗ| 120905 С 

sooo) зван авт) sarao| озаны) .om 

ооо) seuss) сана | зтене| онн. | .ore 

1 одоо | зовите | аизза eso | sosaozas | овони. | юн 
此 表 提示 下 人 数 点 ， 


1) 素数 之 个 数 无 穷 , 即 r(z) 一 eo. 

2) 但 与 整个 之 正 整 数 之 个 数 相 比较 , 则 所 少 很 多 . ECO — 0. 或 可 叙述 为 几 
平 所 有 的 整数 皆 非 素数 . 

3) 素数 个 数 之 无 穷 大 之 阶 与 1i 十 分 接近 , 即 r(x) ~ liz ~ be: 当然 3) 包 有 
DAD. 

Aliz HH пб) 之 最 佳 渐 近 式 . 

rlz) < liz. 

于 本 章 中 最 深 之 定理 为 de6enmea 定理 , 即 


E 


< r) < FÊ. 
logz Jogz 
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此 当然 包 有 1) 及 2). 而 著名 之 素数 定理 3) 将 于 第 九 章 中 论 及 之 . 但 4) 之 讨论 十 分 
精深 ,不 在 本 书 范围 之 内 (将 于 解析 数论 之 专著 中 述 之 ). 5) 并 不 真实 ,此 点 已 由 
Littlewood ЖЕЙ] 2 Ж. 

Gi) 已 知 





5,13,17,29,…,10 006 721 
皆 为 四 除 余 一 之 素数 , 因 之 发 生 一 问题 , 即 有 此 性 质 之 素数 是 否 无 穷 . 对 此 问题 有 
Dirichlet 更 普遍 之 定理 以 答复 之 : 

车 a,6b ВЖЕ Ш an 十 5 之 素数 之 个 数 无 限 . 

本 章 仅 论 及 此 定理 之 若干 特例 . 此 定理 之 证 明 见 第 九 章 . 

Gi) 看 人 有 

6=3+3,8=3+5,10=5+5,12=5+7,14=7 二 7,16 = 3+13, 

18 = 5+13,20 一 7 十 13,22 = 3+19,-= 
由 此 提示 : 凡 大 于 4 之 偶数 必 为 二 奇 素数 之 和 ,此 乃 著名 的 Goldbach 问题 , 若 此 定 
理 真实 , 则 吾 人 可 以 证 明 : 凡 大 于 7 之 奇数 必 为 三 个 奇 素数 之 和 . 因 若 为 大 于 7 的 
奇数 , 则 n 一 3 乃 大 于 4 的 偶数 . 故 n 一 3 = pi Tp Bln = 3+ p + h. 

此 问题 之 解 等 ,十 分 困难 . И. М. Виноградов 证 明 :充分 大 之 奇数 , 必 为 三 奇 素 
数 之 和 , 而 著者 曾 证 明 ,“ 几 乎 全 部 ”偶数 管 为 二 奇 素数 之 和 . V. Brun 证 明 :充分 大 
之 偶数 都 可 以 表 为 两 个 各 不 超过 9 个 素数 的 乘积 之 和 . 

(i 又 





3,535,7311,13:17,19129,313-- 2101.103; 
10 016 957,10 016 959;---;10* +7,10" +95% 
W NEN 2 之 素数 对 . 更 切实 些 ,已 知 小 于 100 000 者 有 1 224 对 ,小 于 1 000 000 # 
有 8 164 对 . 目下 所 知 最 大 案 数 对 是 
1 000 000 009 649,1 000 000 009 651. 
此 类 数字 资料 建议 : 差 为 2 之 素数 对 可 能 有 无 穷 对 . 此 亦 一 未 党 解 决 的 问题 . 
切实 言 之 ,在 数论 之 研究 中 能 建议 之 推测 , 常 较 能 解决 者 为 多 . 又 如 
5,7,11311,13,17317,19,23,<4101,103,107; 
+310 014 491,10 014 493,10 014 497;--- 
皆 为 素数 ,由 此 建议 ,是 否 有 无 穷 个 素数 p 使 十 2,p 十 6 EIRE И. 
о ея 
т — n +17 
MO <n<16FM WDR. 
т —n +41 
3 0 < n < 40 LEEI A 


第 五 章 。 素数 分 布 之 概况 81. 





此 建立 一 极 有 趣味 之 问题 : 任 与 一 数 N, 可 否 求 出 一 数 p. 0 < n < N 时 ,使 
т n+p 

常 表 素数 . 

此 亦 一 未 解决 之 问题 . 由 著者 观 之 ,其 困难 较 (iii) 及 (iv) EH. 盖 若 此 问题 已 
经 解决 , 则 (iv) 亦 迎 丸 而 解 也 . 何 则 ?多 项 式 下 — n + p R £ R Щи 由 0 到 p 一 1 时 
ЖЖЖ. 今 往 作 一 系列 多 项 式 n -n+p RAKLER: 0< nS p Atn —n 
+ р; 常 表 素 数 . 故 若 问题 (v) 已 解决 , 则 此 种 作法 实 为 可 能 . @ n = 1 及 2, 则 р, р, 
十 2 皆 为 素数 , 又 命 n 二 1,2,3, 则 p,,p, 二 2, 十 6 管 为 素数 .是 以 本 问题 如 能 解决 ， 
则 问题 (iv) 立刻 解决 . 

Gi) 形 如 下 十 1 之 素数 之 个 数 是 否 无 限 ,此 亦 一 未 解决 之 难题 . 据 一 般 推测 ,其 
个 数 似 应 无 穷 : 盖 已 知 

2,5,17,37,---,65537,--. 

тж. 

(vii) @ p. 为 第 n PRR, pa 一 pw! 之 分 布 情况 如 何 ?由 (iv) C р. — р, 可 
能 小 至 2, 但 最 大 时 如 何 ?换言之 , 求 lim(p, 一 р.) 之 无 穷 大 之 阶 . 

(viii) 有 所 谓 Bertrand 假定 者 : 必 有 一 案 数 在 n 与 2n 之 间 , 此 乃 一 较 易 之 事 
将 于 $ 7 中 证 明之 .更 精密 之 推测 为 " 必 有 一 素数 在 亚 与 (n 十 1)* 之 间 ”, 此 乃 一 未 
能 解决 之 难题. 





$4. 素数 之 个 数 无 限 


定理 1 素数 之 个 数 无 限 , 即 x(x) 与 z 同 趋向 无 穷 . 
证 : 命 2,3,…' 力 为 不 大 于 户 之 诸 素 数 ,又 命 
я=?+3ер+1. 

则 9 非 2,3,…,pp 之 倍数 ,故此 或 为 案 数 ,或 为 p 55 q 之 间 之 素数 所 整除 . 故 必 有 一 
大 于 p 之 素数 存在 . 即 得 素数 之 个 数 无 限 . 

此 一 方法 可 用 之 以 证 明 更 广泛 的 结果 . 

定理 2 @ f(z) 为 任 一 整 系数 多 项 式 . 在 数列 

SDSS e 





中 包 有 无 穷 个 不 同 的 素 因 子 . 
证 : 命 
f(z) = ал" + ат”! +e as, п>1. 
# a, = 0, 则 以 上 数列 包 有 所 有 素数 为 其 因子 , 今 假定 a, > 0. 
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车 该 数列 中 仅 有 有 限 个 素 因 子 pope 今 考虑 fp pany), ERIH 
RREH а, 之 倍数 , 令 





Утрау) = ag (9), 
而 
gy) = 1+ Ay + Ау ++ + А„у" 

是 一 整 系数 多 项 式 , 且 p;，… ,pp. 整除 A, ,A:， 车 有 一 个 整数 y Ш д) 5 
士 1, 则 g(y。) 中 必 有 一 案 因 子 异 于 Р-р. 即 得 定理 . 由 于 g(y) =+1 最 多 只 能 
有 2n 个 解 , 故 定理 已 完全 证 明 矣 . 

对 定理 1,Euler 有 另 一 证 法 . 此 证 明 方 法 开辟 解析 数论 之 门 径 . 其 方法 如 次 ; 

定理 3 аку; + 并 不 收 伍 ,此 处 pt RA. 故 素数 之 个 数 无 限 . 

于 证 明 此 定理 之 前 , 先 证 

定理 4 (Euler EFR). 假定 f(D 为 一 函数 ,对 所 有 的 正 整数 ,7(n) ZX 
确定 , 且 并 不 常 等 于 零 .车 (n,n') = 1, 则 更 设 

Ут?) = fo) for). 








如 此 则 可 有 等 式 
Улю = TIC + жә + ya 
= , 
此 等 式 成 立 之 条 件 为 
《iD 假定 
уо! 
= 
收敛 ,或 
чо 假定 
TIC +l и) 1+1 лә 1+ 
®ж. 


HERI n Kn’ ЖЖ f (m) = f(D fOn' ). 则 在 前 之 情况 下 ， 
Ул = П ON 
WEAK п Wr 
SDS = f), 
H 4 — п fO) Z 0. 故 立 得 fO) = 1. 
1) 假定 


ИС O 
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kak. HHS. SE 
Р(х) = TICO + fe) HE + =). 
= 





МНЕ р, Ў SOO | 为 (1) 中 之 一 部 , 故 亦 收 货 . № p(z) 为 有 限 个 绝对 收 
жакет. 
Ро) = Ууу) 
Э.Р ИВАНЕ < z 者 . а 
s= Ул, 
则 
1s 一 Pr) I< У) | fo 1. 


当 z 趋 向 无 穷 , 则 | S— Р(х) | 趋向 于 0, 故 P(z) — S. 
用 此 结果 至 函数 | Сн) | , 则 
Па A H Фо |+) 


«+5. 
2) 假定 

TIC + кр до |+) 

ЖЕР. М 
Pe) = Па +I (р |+ О 1+ +0 
= 

= >! fo) [> > ! fom 1. 

故 


Siswi 
Kat. 由 1) 之 结果 , 立 得 定理 
今 往 证 明定 理 2. 于 上 定理 中 取 f(n) = жу 3 收 敏 , 则 由 连 乘积 定理 可 知 
(1-5) 2 HO-+) 
收敛. 由 上 定理 可 得 
P 


亦 必 收敛 . 是 不 可 能 . 故 得 定理 . 


2 数论 导 引 





#o<1-+< 188, 


定理 5 П(ї-)#ж++. 


习题 1, 证 明 形 如 6n — 1 之 素数 无 限 . 
习题 2. 证 明 形 如 4n 一 1 之 素数 无 限 . 


smsy- (вж h 





=). 





$ 5. 几乎 全 部 整数 皆 非 素数 


定理 1 
lim FD = o, 


n 
即 在 1,2,……,r 诺 整数 中 ,其 素数 之 个 数 与 n 之 比 接近 于 零 . 即 儿 乎 全 部 整数 入 为 复 
ай. 
证 , 今 将 证 明 稿 为 普 这 之 结果 ; 当 > 过 实数 趋向 无 穷 ， 
lim ЖОЮ ~ 0, 
жаг 
在 证 明之 前 , 先 说 明 一 有 用 但 简单 之 事实 :不 大 于 z 之 整数 可 为 a 所 整除 者 之 
THE]. же] 表 《 之 整数 部 分 . 
Фо.) 表 不 大 于 且 不 为 前 r 个 素数 
2,3,5,+е,р, 
所 整除 之 整数 之 个 数 , 则 由 定理 1.7. 1, 可 得 
a = [z] = [Е 








14Р. 
(此 式 之 直接 证 明 亦 不 太 难 ). 
显然 
ra) < ë(z,r) + r. 

故 

у) = -a 

ка) <= РЖ tetz 
=z H0ü-1l)jes+2 
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15+ 





由 定理 4.5 已 知 当 - 一 =， 
1 
П(1-5)=° 
故 可 取 r = r(e) 使 


xD +t 


故 当 xz 适当 大 时 
т(х) < er. 
即 得 定理 . 


$ 6. Чебышев 定理 


本 节 之 定理 , 乃 初 等 数论 中 之 异常 重要 之 定理 , 故 其 证 法 力求 纯 代数 化 . 
定理 1 “п>? 


кою НО? св, 


此 处 
но = Ут. 


mxn (жерүү ) 之 平均 值 之 倒数 同 阶 - 


于 证 此 定理 之 前 , 先 需 下 之 二 引 ， 





311. МАО, 
a < 2. 
证 : 当 z > 9, 
х0) < 9. 
此 可 由 奇偶 数 之 讨论 知之 . 又 
0) 一 1 一 2,x(4) =2=2, «(8) = 4 = 2, 


312.41>0, 


$< Hd < 





* 86 < 数论 导 引 








++ (а). 
наз е) 
ннн ааа 
定理 之 证 明 Жш 
I? (@")- Фю! IL” O 








НФ 在 ”与 2n 间 之 素数 整除 (2n)1, 但 不 整除 n! , 故 有 上 式 之 左 , ("фр Z 
方 次 为 


ЕЕ) < 


НАТА < 1. 故 得 (1) 式 之 右边 . 由 (1) 式 可 知 








w < p< Ejs П м< (т). 2) 
"<" — 1 

又 因 

(27) аара 

п n(n— D*+1 

402+) a 
及 
(")<а+э= = 2, 

故 由 (2) 可 知 


Sl (3) 
@ n = 21, 上 二 0,1,2,…, 可 得 
ранно cg, ш جج ,0ے ے‎ 0 
即 得 
Виа") —x(2)) < 21, 2 L H Dar), (4) 
由 引 1， 
(E+ жа") — k(2) < 2 + xG) < 3.2, k>0, 
ФЕ = 0,1, rk RREZ ARH, E 
HDR < 3(2° +2 H 20) 53.2, k>0. (5) 
由 (4) 及 (5) 可 知 
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св. 
12 چ‎ 2—1) <a, >o 
2+1" EFT 25 СЫ 
Фи > 2 ЖИЕ 
29 <п< 21, вро. 
由 引 2， 
2 2 2" п 
rm KD < 3 Ê <6 туту S Fy’ mO 
及 
ун р рн 
ян) > «(2) > + =} 
EFE. Зал) 
2 
1 rad 3 
> EH > FFD" ay 
此 对 nn 三 
F< am НО? св, 
定理 2 Hn>2, 


1 <z) 
< “ж. <12. 
Togn 





“а 
ат 


Д 
t 





log 2 > logn. 
x 
ев < 1+3, 
1 1 
Нов? < 1. 
故 得 定理 . 


显然 定理 4. 1 及 定理 5. 1 都 可 由 此 定理 推出 . 
$ 7. Bertrand 假设 


Bertrand 假设 之 证 明 乃 Чебышев 所 首先 获得 . 


<1 ++ .+1 1 <f ви, 


ЕСУ 


数论 导 引 





定理 1 ”对 任 一 实数 = 三 1, 在 及 2z 之 间 必 有 一 素数 . 
证 :1) 仍 由 二 项 式 系数 


БЕ 





出 发 .但 需要 更 精密 的 估计 ; 当 ， > 5 时 ， 
lon 2 Loa 
ые < (<=. 

此 式 之 左边 之 证 明 如 次 : 


2n)_ 2 .3 .4 .5..2n 一 22n 一 1 2n2n 
аю („)-1 n=l nl пп 








>22, 





而 右边 则 用 归纳 法 . 当 n = 5 时 显然 有 
(27) = 252 < 256 = 1.2". 
п 1 


由 于 


perd 2 ODLO OED < (2 т). 
п+1 aP +Q FD 


MANE. 
2) @ 5 > 10. ME) 表 二 6 之 最 小 之 整数 , 且 命 


е е (ê). 


а а: >" а, >", 


如 此 则 


a < +1 = 2 gr +1 < 2am +1. 


2 
由 于 两 边 都 是 整数 , 故 得 


а 


(2) 


а, < 2а. 
命 mm 为 最 大 之 整数 使 得 a 三 5 Ж. Ша < 5. 又 由 (2) Ка. < 10. 因 2a S b, 
# m Н 
а. < n< an, as < amis +, а < n< 2, 


整个 地 掩盖 了 隔 间 10 < y < b. 8k 
H< ПР H > П >. 
ê ны чокы su, 


由 于 
до) 
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可 知 
П p < 2-96» 


27 


<P) се», ‹з› 


D 在 上 定理 中 已 经 证 明 , 一 素数 户 在 { 2” ) 中 之 每 数 不 大 于 r, 此 r 乃 最 大 之 束 
数 使 < 2n 者 . 由 此 可 知 素数 户 之 大 于 Y25 者 其 平方 必 不 能 整除 2” )， 


ETERA n > 3 f EAT < р< n ®Ж р 不 能 整除 (2”). азр 
> 2n ECD 1 之 详 因 子 中 仅 用 及 2p 出 现 , 而 无 其 他 之 的 信 数 .而 (m1)* 中 最 
然 有 因子 у. 故 如 此 之 р 不 能 整除 (2”). (此 乃 本 证 明 中 最 主要 之 点 ) 

总 括 以 上 所 述 ， 


(< Пе ПП, 


pr 
Яш se se 


< Пою ПП». 


< 
由 (1) 及 (3) 可 知 , 当 > 50 ВЕС /2n > 10 时)， 


а! 
ліана "Эче 


< amma T] p. (4) 
ЖИЕ п 及 2n 间 并 无 素数 , 则 得 5 
29 < пу, 
即 
206 < (2n), (5) 
当 n 充分 大 时 ,此 式 显 然 不 可 能 . 今 更 具体 地 算出 此 式 成 立 之 确切 范围 . 今 用 不 等 
"< 2" (此 式 可 用 归纳 法 证 之 )， 
2п = Сп) < ([ V2n] + 1° < 2 < 2F, (6) 
由 (5) 可 知 ( 仍 假定 n > 50) 
De > (gy орн ла < здаля gan , 


即 (2m)+ < 20, < + + 20' = 4000. 即 (5) 式 仅 当 < 4000 时 可 能 成 立 . 帮 当 之 
4000 HUH Ж pA Fn < p < 2n. 


+90. 数论 导 引 





4) 4 n < 4000 时 可 以 证 之 如 次 : 
2,3,5,7,13,23,43,83,163,317,631,1259,2503,4001 @› 
л—-& RR. и # Л РИЯ 2 ZIR НЕ" < n < 4000) 可 于 (7) 中 取得 一 最 
小 素数 p 而 大 于 者 . 命 为 其 前 一 项 , 则 
Впр 2р < 2. 

故 得 定理 1. 

定理 2 当 ”> 1, 则 有 二 正常 数 “ 及 有 使 

а гы < nln) — x(n) <s 


证 :此 式 之 右边 可 由 上 节 之 定理 立刻 推 得 . 
由 (4) 式 可 知 (并 利用 (6) XR), М n > 4000(n < 4000 时 ,定理 显然 )， 
П p > 29—402) 99 


чн 
> ге унон ун» 





а-ны 
> аа-вию „р, 
由 于 
П p < com， 
а) 
可 知 
ы log2 。 л 
w(2n) — x(n) > 30 ° logan’ 
故 得 定理 . 


附 记 : 按 定理 1 之 性 质 ,就 一 方面 而 言 , 固 已 解决 Bertrand 所 推测 之 难题 ,但 就 
另 一 方面 言 ,此 定理 之 精确 性 并 不 算 好 , 盖 有 远 较 此 定理 更 精确 之 结果 存在 , 惟 超 


出 本 书 范畴 不 能 叙述 耳 . 
习题 . 试用 微 积分 方法 计算 (5) 成 立 之 界限 . 


$ 8. 以 积分 来 估计 和 之 数值 


定理 1 #х>а%{,/(х) 是 一 递增 非 负 函数 , 则 当 > a 时 常 有 
| Esm- [уда |< reo. 
< : 
ЧЕ. №8] = 5. MÍ 
[уса = 79 
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КЕ 
> Уу 
< DIG+D, 
Е 
fa) ++ f(h—1) < [ура < flat D+ + fC); 
又 
e 
o< радае, 
并 之 可 得 定理 . 
WIRA > O, fC) = r 
аа 
Zr а! [<e 
由 例 1 TR, A > O Rf, 
+ = +O. 
gr" = rito а› 
由 此 也 可 得 出 
Ут = О"). 
< 
#12. @ f(z) = logzr,€ > 1 Ж ТО = D logn, W 
= 
| TO — J logrdz |< ове. 
即 
| TCE) — tlogé +€—1 |< loge. (2) 
KEY € IRE в, 
nlogn — n + 1 — logn < logn! < nlogn — n + 1 + logn, 
即 
те <! < e sn, (3) 


习题 1. 设 # 是 整数 ,在 (1) 式 中 多 求 一 项 , 即 当 ) 三 1 时 , 定 出 < 使 
ССА а 
Рун тр + +O. 

习题 2. 引用 定理 1 以 研究 和 

У) log logn. 

2 
关于 递减 函数 有 以 下 结果 : 
定理 2 r> aB, f(e) 是 一 非 负 的 递减 函数 , 则 极限 


«э 数论 导 引 








sm | fade) w 
存在 , 且 0 < а < f(a). 更 进一步 言 之 , 当 z 一 号 时 ,车 f(z) — 0, 则 
| лою ло але. eat). 5) 
<=: - 
证 : 命 
ze = У) reo [усаг 
<: = 
则 
во = gn + = f+ D +S /dr 
>- Мио + fn + D) = 0, 
x 


gN) = У (и = Гов) ПАЛ 
= 
> Ут) — fo) + ЈО) = ЈО 2 0, 
TOERE TLLA 
0 < gin) < gla) = f(a). 
HK g(n) 之 极限 存在 , 命 之 为 w, 且 0 三 < f(a). 
SEEM r o Bt, fC) 一 0, 则 


ee-e= SY f= усас lim (Ў о = Госа) 
<< ы Nm ee . 
ш 
- Erm- [усаг 
- im (Ул - Гус) 


х 


Јов in( D sw Гов) 





Усіх 
w 





=- ĵi Горах + lim | (fC) — Казах 
© em aff 


< lim È Jue- рё = fD < е0), 
>- | fdr >— E- EDAD > е1. 
крет. 
例 3. 取 a = 1.702) 一 二 .此 时 a 名 为 Euler 常数 以 y 表 之 . 故 得 0 之 7 之 1， 
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H 


~i 1 

рэ = loge+7+0( 2). (6) 
#4. @ 0 < Z 1. f(z) 一 工 ", 则 有 一 常数 = 一 e(a,o) KF a Жо, a > 

1 时 ,有 


1 


|2,» 


ШК o > 1, 级 数 


(7) 





A, E € > 1 






= 1 1 
> = срео). (8) 
《1),(3),(6),(8) 四 式 经 常用 到 ,读者 最 好 加 以 熟 记 . 
习题 1. 证 明 当 & 之 2 时 
logn _ 1 lol 
E = Tota +о(©®ё). 


习题 2. EB € > 2 ñf 


У д = log loge + +0( 


ка 


ве). 
$ 9. Чебыщев 定理 之 推论 


本 节 中 所 用 之 ci,c2，… ВНЕ. 
定理 1 当 8 三 1 时 ,有 一 常数 c 使 
3 ЕР — joge < a. 
=? 
此 处 了 表示 和 中 之 户 过 所 有 不 大 于 6 ZRK. 
= 
证 ,1) E € = z 为 整数 . 由 定理 1. 11. 1， 


T(x) = ов S log otir = Е [= 5) вр. 





可 得 


4+, 数论 导 引 





= p ° HPD 
由 定理 6.2, 


J OEP Diogp < TD < (X 1082 + У) EA). 
, = = 


Dlogp < logzx(z) < саг 
= 





> тоет <2. = <> Ба Do, 
代入 (1) 式 得 
[тех -: У) 8P |< az. 
= 
由 例 8. 2 得 
| TC) — zlogz |< cz, 
但 


|: 5 FP — aosz|< 


<r Hez = cz, 





Tœ- У) 82 |+ | T(z) — zlogz| 
Р 


故 得 
|: SEP юн < cs. 
=, 
2) 设 8 为 任意 实数 , 则 
У 2 - у 1овр 


= Р «0 Р 
由 适 所 证 出 之 结果 得 
|z logp — ва] | < а. 
= Р 
但 
|1о[1—1ове1= | aqo = << 
故 有 
|E 982 oge] < ee +1 = a. 
= Р 
故 定理 完全 证 明 . 


定理 2 设 6 三 2, 有 一 常数 使 


1 1 
> p T eloge +e +o): 


证 : 命 


O 
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So) = У) 1982. 
=> 


由 定理 1， 
SO) = logn--r., г. = 00). 
故 
SL узі», р = У) Sws- 
=“? ДР logp ,<, Товт 


= У lg leg D 4 уу а а-у) у). о 


< 2555: logn 


м2) 


由 于 xz 之 2 时 ,f(z) = 一 
故 由 定理 8. 2 得 





HEREM RR, A r oo Rf, f(r) — 0. 


+ Жа HOS). 





19 = mas + O[ zas): 


故 积分 





ЖЖ, ОШ c, W 


хина +], 


= logloge— loglog2 + c +o + |” 


一 log( (z): 





= dz + 0( 


oa) 


= ta 1 








ко( 22) ^о FË (3) 


og (1 一 士 )+ 寺 1 


тт dz o([" 


élogé ). 





_ № 
此 处 用 到 | е =) (кы, Е oaa): 


хат = OD RD) | 7 ка ЖИА 


(тез Бей т) 


. 5. 数论 导 引 
收敛 , 设 其 值 为 cn. 又 
1 1 
(я pear) (>; 


st 


= (X Жок)” О, 











ДИН! 
logn log(n+1) 





r = 
У, = (ва marn) (a) 
5 У" "(в mom) X (а reer) 
+(e) = е +0 (же). о 
由 (2),(3),(4) 得 
x 7 = lolo + сь са +025) 
= loglogé + с +0(е). 
定理 证 完 . 
定理 3 设 6 二 2. 有 一 常数 cu 使 
HC- $) ка +(e). 
证 ,由 于 
#(ы@-+)+ $) (2 p) 9 5)- (e): 
故 由 适 所 证 之 定理 得 
log П-у) - )= Б (>) > + 5[(:- 1+ 1] 
=— 1080086 — c; tofa) 2 >( (iog(1 =+) +) 
= (о 1-1) +) = овоне + cu + O( Fg): 
此 处 
СА =- e+ X (los (1-$}+ 1 
故 


П(:-2)= eee +0 С) 一 = s ‹°бш) 


= 
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= (ноа) =en), 


此 处 用 到 e = 1 +o(is)- 


定理 证 完 . 
定理 2 及 3 较 定理 4. 3 及 《. 5 为 精密 . 
习题 1, p. 表示 第 ”个 素数 , 则 存在 正常 数 c ,cz ,使 
cinlogn < p. < csnlogn. 
习题 2. 存在 正常 数 ,使 
Ф) >с—"— 


习题 3, 试 证 无 穷 级 数 





(п 2 3). 
79 


У 


1 
— Раововр)^ 
МАМ ЧА СТВ а У) 表示 通过 所 有 的 素数 . 


$ 10.n 之 素 因 子 的 个 数 


命 n 为 一 正 整数 ,w(m) 表 n 之 不 同 素 因子 的 个 数 ,QCn) 表 n 之 全 部 素 因 子 的 个 
数 , 即 若 = реро MI 
wln) = QO) =a + +a, O 
当 为 素数 时 ， 
wln) = QOD = 1; 
但 当 ” 通 过 2 之 乘 方 而 趋 于 无 穷 时 . 
ат = — =; 


Щи 通过 素数 之 连 乘积 人 mn 一 pipar 
а) 
об) 5 OD 之 值 是 很 不 规律 的 ,在 人 不 能 获得 其 源 近 公式 . 但 看 人 有 下 之 定 
а. 
定理 1 


而 趋 于 无 穷 时 ， 


s— eo. 








Sun) = zloglogz 十 cz 十 oCz)， (2) 
= 
An) = zloglogz 十 cz 十 oCz)， (3) 
= 

此 处 cc 是 正常 数 . 


98 。 


数论 导 引 





证 :1) FAR 
= у= = 
Zew = > >: zl- > S + O(aGo). 
由 定理 9.2 及 6.2 即 得 (2) ж. 
2) 又 
= [l= <] = 
Хао = 5 yi- plž] БЇР DEJ: 
= 
由 定理 6. 2， 
=й + 12.7 < Tez 221 = Erz) = оба). 
故 


Bam = Хит + > р: tot. 


但 级 数 





是 收敛 的 , 故 得 


Zam = Уо) 十 z(e 十 of1)) + o(z) = zloglogz + crz + обл). 


定理 2 Hardy- Ramanujan). #0 f(n) Ж a(n) R ACn) MIHE — e > 0, 使 


| f) — loglogn |> (loglogm)1** 
之 不 超过 zx 的 nn 的 个 数 为 o(z). 
E (Turan): Rl x? < n < z Bt 
loglogz — 1 < loglogn < loglogz, 
TÍ < z+ 的 n 的 个 数 
[zt] = oG), 
故 只 须 证 明 使 
| f) = loglogz |> (loglogz)1** 
Z n(< z) 之 个 数 为 oz) ME. 
又 由 于 ACn) > (и), XH (2) RG), 
E Am — a(n) = OC), 
= 
因此 使 
Пл) — a(n) > (loglogz)+ 
ZnS z) 之 个 数 为 


(4) 


(5) 
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olz). 





O(s" 
故 只 须 就 fo) = w(n) 之 情况 证 明之 即 足 . 
考 虚 志 之 不 同 素 因 子 对 p,q,(p 关 apa 与 9,P 算 作 不 同 的 两 对 ),p 可 以 取 
wn) 个 值 ,对 每 一 固定 之 p,q TAR on) 一 1 个 值 , 故 得 
ww — 1) = У = 21-2. 
ия 
就 n = 1,2,--- 27) 加 之 ,得 


Zew- Zew = D - >= >| x [z]. (O) 


Her 


[Е <Я рУ b= oe ) 


= даР 





故 由 (2) 及 (6) 得 
Do (п) = = 2 — + O(zloglogz). (7) 


х. 


1}: 1 1} 
(525) <55<(2 5). 
由 于 如 + = logloge +оо T 
(loglogz + O(1))* = (loglogz)* + O(loglogz). 
故 由 (7) 得 
et (m) = z(loglogz)* + Oxlomogz). (8) 
由 是 K 
BD об) — loglogz)! = a(n) — 2loglogz Dywln) 十 [z](loglogz) 
= = = 
= zx(loglogz)’ + OCzloglogz) — 2loglogz(zloglogr 
+ 0(=)) + (z+ O(1))(loglogz)* = O(zloglogz). (9) 
对 任 一 > 0,Ж# àr 个 不 超过 zz 之 正 整数 使 (5) 式 成 立 , 则 有 
У) (wn — loglogz)° > àr (loglogz)'** ao) 
= 
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此 与 (9) RAFA. 故 使 (5) 式 成 立 之 n(<< z) 的 个 数 必 为 o(z). 定理 得 证 . 
由 此 定理 可 知 :对 几乎 所 有 的 п, ЖЖ 
wln) ~loglogn 及 ACn) ~ loglogn. 





Š 11. 表 素数 之 函数 


定理 1 (Miller). 有 一 实数 a 存在 ,如 命 


а=, 29 = ауу, 2З 一 ay 





则 
[a.J 
ж-ж. 
证 : 今 用 归纳 法 做 一 素数 列 {p.) R p. = 3, 由 定理 7. 1 I IF — KK p. 适合 
* 
2% < p. < ри +15 27", 
ры +1 = 22 B р = 2 一 1, 此 非 素 数 ( 因 其 有 因子 210. 一 1), 故 
2% < ра < Pan +1< 2”. 
以 2 为 底 作对 数 , 并 定义 





log™ z = log™” (logz). 
作 数 列 
ш, = log'”p., v, = log™ (р. + 1). 
则 由 
P. < 1ойр„ы 一 log(p +1) < p. + 1, 
可 知 


и, иа <a Со 
即 u, 成 一 递增 贯 数 ,v, 成 一 递 降 贯 数 , 故 有 一 实数 = 存在 使 


limu, = а, 
且 
м. <a < v. 
即 得 
р. За. <р. +1, 
故 


[a] = p.. 
习题 1. 证 明 并 无 一 个 非常 数 的 整 系数 多 项 式 /(z) ,能 对 任 一 整数 ,fCn) Ж 
为 素数 . 
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习题 2. f Plr) 表 一 整 系数 多 项 式 . 命 
fo) = РОн,27,37 че). 
FN n — со В}, f(n) -> co, WN fo) 代表 无 穷 个 复合 数 . 





$ 12. 等 差 级 数 中 之 素数 问题 


由 $5 之 习题 已 知 形 如 4n 一 1 及 6n 一 1 之 素数 之 个 数 无 穷 . 因 之 建议 次 之 定 
理 ， 
# arb ER WEM an 十 之 素数 之 个 数 无 穷 . 
HT HEZ Dirichlet 定理 是 也 ,其 证 明 见 第 九 章 . 今 将 证 明 若干 特例 : 
可 设 a > 0,6 > 0. 若 能 证 明 有 一 形 如 an 十 b(n > 0) 之 素数 存在 , 则 Dirichlet 
定理 即 已 证 明 . 何 则 ? 若 有 一 n 使 
an +b = p (>b) 
为 素数 ,又 有 一 nn 使 
apın +b = p (> p) 
为 素数 ,等 等 . 则 有 无 穷 个 形 如 ал + b 之 素数 存在 . 
定理 1 h k > 1. 形 如 如 十 1 之 素数 之 个 数 无 穷 . 
由 前 所 述 , 如 能 证 明 有 一 如 此 之 素数 即 足 . 
HAR = 1 之 解答 为 


é a 





命 
Е.а) = [[ (e e=, 
此 乘积 中 求 积 变数 a H n 之 缩 系 . 
显然 
[= Пед, 
KREZ nitk 之 诸 因 子 . 盖 等 式 左边 之 每 根 必 在 右边 出 现 . 反之 ,右边 之 每 根 又 必 
在 左边 出 现 , 且 无 重复 . 命 
х*—1 = F,GDG,Gz), 
此 G, (z) 乃 诸多 项 式 — (п | k,n < k) 之 最 小 公 售 式 , 且 其 第 一 系数 为 1. К 
GUD 力 一 整 系数 之 多 项 式 . 由 定理 1. 13. 2 可知 Р, (z) 亦 为 整 系数 多 项 式 . 
# z 33 + 1 之 整数 , 则 
F,GDG,G) #0, 
ВР, С) 及 G(r) 为 二 异 于 零 之 整数 . 
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引 1. 若 nn 为 k 之 真 因子 , 则 对 非 士 1 之 整数 工 ,有 次 之 结果 : 
5—1 
(z -| 
HE: ff z" — 1 = у, = nd , W| 


e рии 











= d(mod у). 
故 得 所 云 . 
引 2. 若 工 为 非 士 1 之 整数 , 则 Е, (+) RG) 之 公共 素 因 子 必 为 上 之 因子 . 
证 :假定 素数 p 整除 (F, (x),G,(z)). 由 
PIG = IIF.(z) 


ЕЯ 








可 知 , 必 有 一 = 使 
户 | FoCz) G@m|kn< b, 
故 
piz- 
再 由 户 | РС) ,可知 
Е 





由 引 1 即 得 所 求 . 
定理 1 之 证 明 @ x = Ау. 


Е,(х)б,(х) = х*—1 1(mod k). 





BATEA y 使 
F,G) #+ 1, 
因 方程 式 F,(z) =+ 1 仅 有 有 限 个 根 ,故此 种 选择 必 为 可 能 . 
Fila) 中 至 少 有 一 素 因 子 p, 由 引 二 ,此 必 非 GOD ZAF. 换言之 ,对 任 一 人 
之 真 因子 nm 
2" # 1(mod р). O 
但 
^ = 1(mod р). 
HEER | p 一 1. 若 不 然 ,有 二 整数 ;及 :使 
G.p- D = #+((p— 1. 


第 五 章 ”素数 分 布 之 概况 103. 





HX n = (k,p 一 1) 有 
а^ ж (Va = 1(mod р). 
此 与 (1) 相 矛 盾 . 即 р = 1(mod k), 即 有 一 形 如 kn 十 1 之 素数 存在 . 故 定理 得 证 . 
习题 .有 无 穷 个 形 如 8n 十 5 之 素数 . 
提示 :讨论 9 = 3 5° + Р-р: +22, ШЕЯ, +S RAF p = 
1(mod 4). 
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$1. 数论 函数 举例 


定义 1 ”对 任 一 正 整数 ", 有 一 定数 值 之 函数 /(n) 谓 之 数论 函数 . 

例如 : 贯 数 a, 可 视 为 数论 函数 . 具体 例子 如 :n!,sinn,d(n) = Plty 
之 解数 rO) $. 

定义 2 一 数论 函数 如 具有 次 列 性 质 , 则 谓 之 积 性 函数 : 若 (a,b) = 1, 则 

fab) = fta) fO). a 

若 不 论 有 无 (a,p) = 1 之 关系 , 常 有 上 式 , 则 该 数论 函数 调 之 完全 积 性 函数 、 

由 此 可 知 , 若 f(D 为 积 性 函数 ， ‚ 为 不 同 的 案 数 , 则 

Рр "ч EVES» 

即 车 已 知 /(n) 当 为 案 数 乘 方 时 之 数值 , 则 /(n) 已 完全 决定 . 又 着 /(n) 是 完全 积 
性 函数 , 则 











Дор сер) = (ри) (fp), 
可 知 车 已 知 /(n) 当 为 素数 时 之 数值 , 则 /(m) 已 完全 决定 
显然 ,二 积 性 函数 之 积 仍 为 积 性 函数 , 二 完全 积 性 函数 之 积 仍 为 完全 积 性 函 





ж. 
例 1. 函数 
若 n = 1， 
车 n 关 1 
是 一 完全 积 性 函数 . 
例 2. 函数 
Ею) = т 
是 一 完全 积 性 函数 . 


例 3. Möbius 函数 


1, #n=l, 
ибп) = іс 1D"， 车 为 r 个 不 同 素数 之 积 ， 
о, 若 ” 为 一 素数 之 平方 所 整除 . 


第 六 章 ирак +105. 


极 易 算出 
ИО) = 1,02) =—1,ш(3) =—1,ш(4) = ou(5) =—1,ш(6) 
ИС) =—1,н(8) = 0,и(9) = 0,010) =1,ш(11) =— 
此 为 一 积 性 函数 ,但 非 完全 积 性 函数 . 
例 4. Euler Rt фо) , 即 不 大 于 ПЖ нк лк. 此 亦 系 积 性 函 
数 ,但 非 完全 积 性 函数 . 











例 5. 除数 函数 
4 = Y1 
也 是 一 积 性 函数 ,但 非 完全 积 性 函数 . 更 普遍 些 ， 
a(n) = Dd: 


也 是 一 积 性 函数 , 显然 m (n) = 40. 
fl 6. von Mangoldt 函数 A(n) 
logp, 若 n 乃 素数 p ZER, 
о, кА. 
W ЛА) = 0,402) = log2,4(3) = log3,A(4) = log2,A(5) = 1085, 
4(6) = 0,4(7) = log7,4(8) = log2,4(9) = log3,A(10) = 0,.... 
此 一 函数 是 非 积 性 的 . 


AG) -{ 


例 7. 函数 
Ва 一 : 
noda 若是 一 素数 之 m(> 0) KRI, 
°‹ ERR. 


WA: (1) = 0,4, (2) = 1,4: (3) = 1,4, (4) = 3.45) = 1,4, (6) = 0, 


AC) = 1,4,08) = Û, 4, (9) = F40) = 0,…. 此 一 函数 也 非 积 性 的 , 


例 8. 命 户 是 一 固定 素数 . Жр | mn, 定义 
Vy) = р. 
此 函数 也 是 完全 积 性 函数 . 并 不 难 证 明 
У, (п +m) < тах(У,(я).У,(т)). 
例 9. 命 r(n) ж 
n==#+y 
之 解数 .以 后 ( Š D 将 证 明了 rm) 是 一 积 性 函数 . 但 由 于 (3) = 0,r(9) 二 4, 可 知 


其 非 完全 积 性 函数 . 


* 106 + 数论 导 引 





$ 2. 积 性 函数 之 性 质 


定理 1 一 非 恒 等 于 0 之 积 性 函数 fen) 在 1 时 之 值 为 1. 
证 : 设 f(a) 5-0,8 
fa) = Кага» 


可 知 f(D) = 1. 
定理 2 Ëg) hn) 都 是 积 性 函数 , 则 
fo) = Уж» (т)= Ун (те O 
也 是 积 性 函数 . u x 
证 ,后 之 等 式 ,可 由 代 换 地 = т 得 之 . 
BLE (a,b) = 1, 则 


ab 
а) = 2). 
ft Xs (7) 
Фи = (a,d),u = (bd), 则 im = а, 
fab) = > ec 人 2) 


= Укол) Daca(s) 


= fla) f(b). 
定理 3 Ëf) 是 一 非 便 等 于 零 之 积 性 函数 , 则 
У = Па-кр», (2) 
Ср >. 


此 处 户 过 之 不 同 的 素 因子 . 

证 ;于 上 定理 中 取 g(n) = pln) fCin) h) 一 1, 可 知 (2) 式 之 左边 是 积 性 的 .其 
右边 是 积 性 的 也 一 眼 可 知 . 所 以 仅 须 证 明 n= 1 及 = p 时 之 情况 .此 二 种 情况 极 
易 直接 算出 . 

定理 4 车 fO) 是 积 性 的 , 则 

fmn)f тт] = fm) fin), 
此 处 [m,n] 代表 m,n 之 最 小 公信 数 . 

证 : 命 
1.20, 

т. 20, 
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Уот) = FDS 
fO) = КРИ), 
Уоту) = fU Jeee fU), 


у) = So yefe), 








由 于 
fO) fO = fp f (pitt), 
故 得 定理 . 


$ 3. Möbius 反 转 公式 


定理 1 对 任 一 ”> 0, 常 有 
1, #n=l, 
rca) 一 РЭ = a = 1 fiai 
EEM 2.3 之 特例 ,于 其 中 取 fd) = 1 即 明 . 
定理 2 йо<у<у.йй л®) 是 一 非 便 等 于 等 之 完全 积 性 函数 . 
若 对 所 有 适合 于 加 <S ZRH 


вор = У) fGmhGD, а› 
[= 
则 对 如 此 之 了 亦 常 有 
fo) = У pgh, (2) 
ЕЛИ 
且 其 逆 亦 真实 
证 :由 (1) 可 知 
У) „крк = „Я CAC) PI f(mkq)h(m). 
fen £= =” 


命 mk = r, h 3E 1 可 知 
У) ифЕбрЬ = م‎ 2 Грк) 
СЕ 


«т 


- У FPA > p% 
24 


єч 


1 


> соко Ук 
< 


У) APAD = APh = fO, 


з 


此 即 (2) =. 
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又 设 (2) 式 真实 , 则 
> ларь = һ‹® У p(mDg(mkn)h(m) 
м 


“ч [== <a 


= > > лоюкорворьоь 


ЕЕ 


У) воры У) во/ю 


0 «Жм 





= У) OPAN = Ор, 
т 
此 即 (1) R. 
此 定理 之 一 推论 如 次 : 
定理 3 he >L HD 是 一 非 全 等于零 之 完全 积 性 函数 若 对 所 有 的 适 
&1<г<&®е%Н 
бф = У) FGDH), (3) 
< 
ШЕ it. € ti 
FO = J pG H; (4 
E 
且 其 逆 亦 真 . 
Е. ГОР = Р/р Жср = GO/0. Mh (3) 及 (4) 有 


кор вал = D к()ню = X люн, 
4, 7 < 
fo) =ка/р = > DG ( j) 一 > pkg k) HCK). 
ЕН < 
而 此 乃 (1),(2) 之 形式 其 中 办 = 12 1/& = m Ж. 
今 举 一 例 以 明 其 用 . 
定理 4 меня 


РЕБ ° 
< 
证 :在 (3) RPR FO = НО) = 1 如 此 则 G(6) = Ге). 由 (4) 式 可 知 
1= Уи]. (6) 
РП [ê] 


车 1 过 6 二 2, 则 (5) 式 显然 成 立 . 今 设 E 2, 并 取 工 = [г]. Ri 


àl- оС) 
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故 =| ЗЕЕ 
= 


{ А. 
MEE. 
§ 4. Möbius 变换 


定理 3.3 之 另 一 推论 如 下 : 
定理 1 OID 表 一 非 恒 等 于 0 之 完全 积 性 函数 ,又 是 一 正 整数 . 若 对 所 有 
n < п.т 


em = Угаь(т), O 
则 对 此 nn 也 有 
fo) = Dua (Fe (2) 


ых. 
证 :若是 一 整数 , 则 取 FCE) = fC ,不 然 , 则 取 = 0.600 与 5(8) 之 关 


系 亦 然 . D 及 (2) 式 可 写 为 
GW = в = D/A(F)= У (ть = SD F(R pn 
= =: <. 


及 


Fo) = fo) = Ун (FD = Уив(т «(a 
T T 


У G(r (nca. 
н 
又 由 GO 及 FCD 之 定义 ,此 二 等 式 环 可 写 为 
s nri 
со = УЕ, 
°- (ФУ 
Fe) = У) „ос(&)һою. 
o= 3) 


HA EÊ F1 < € < mw. 反之 ,由 此 亦 可 引出 (1) 及 (2) К, МНЯ 3. ЗОН € 
= т) 即 得 定理 . 
定义 车 


1 


в = Df = УТ). 
М g(r) 称 为 /(n) 之 Möbius 变换 . 而 f(D) 称 为 g(n) 之 Möbius WEH. 
由 定理 1 已 知 
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fo) = Pca(#)= Ура. 
由 定理 2.2 可 知 积 性 函数 之 Möbius 变换 及 Mobius 38 3888 t EPE RK. 
例 1. 由 定理 3.1 可 知 ACD 是 (n) 的 Möbius 变换 . 
例 2. 由 定义 





a(n) = Уа. 


< 
a, (n) 乃 积 性 函数 E, (n) = т 之 Möbius 变换 . 因此 a, (n) 是 积 性 函数 . 由 于 


«(ру 一 De = = Q +0), 


可 得 出 :车 n = [[рУ 是 n 的 标准 分 解 式 , 则 





当 ) = 0, 则 
din) = в (т) = Ца, +10. 
此 乃 吾 人 所 习 知 者 . 
例 3. ЖЕ, (n) = 1 是 Aln) 之 Möbius 变换 
例 4. 依 d = (nya) 将 正 整数 1,2,…,a,…,n 分 类 . 若 d = (n,a), 则 可 书 n = 


ат 1 = (6.5) внат = (6.9) овна ет e (3). 即 得 
"= У. (4)- Zea. 
即 函数 E, (л) = n Jh p(n) 之 Mobius 变换 . 由 此 可 以 得 出 第 二 章 $5 之 结果 ， 


(i)gp(n) 是 积 性 的 ,(ii) 由 Möbius 之 反 转 公式 可 得 : 
定理 2 








а` 
фб) = п дЕ. 
例 5. 更 广义 些 ,命名 (n) ЖЕ, (п) Z Möbius Е, pı (n) = (л). W g, (n) 
是 一 积 性 函数 . EM n = [p+ 时 ,有 


Фо) т x =r ш 
证 明 留 给 读者 . 
例 6. 以 素数 p 为 模 ,把 多 项 式 
ar 


分 解 为 不 可 化 多 项 式 之 积 . 其 因子 之 次 数 为 m, 且 已 知 m|n. 反 之 , 任 一 m 次 不 可 化 
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多 项 式 一 定 是 该 式 之 因子 . 4 O, 表 对 模 ,n 次 不 可 化 多 项 式 之 个 数 . 则 关于 多 项 
式 之 次 数 有 次 之 等 式 


р" = Dymo.. 
即 函数 р" Ti пФ. Z Möbius 变换 . 由 反 转 公式 可 知 
пФ. = Dum) pÈ. 


此 又 证 明了 定理 4. 9. 2. 
例 7. 今 往 求 A(n) Z Möbius ER. @ л = ph еру Hn 之 标准 分 解 式 , 则 


Уло = У) Уло тер) 





= ЗАО ++ SDA) 
£t 


= 

= Dlogp: 十 … 十 Учювр, 
а а 

= hlogp + + l,logp, 

= logn, 


Bp logn ЖЛ (я) 之 Möbius Ж. 
例 8. 因为 A(n) 是 logn 之 Möbius 逆 变 换 , 故 


д) = Dnad)logn/d = logn Уи (4) — У) ова 
= Aln)logn— У) ова. 


由 于 ACn)logn 恒 等 于 零 , 故 A(n) Л) 一 p(n)logn 之 Möbius ЖЕ. 
总 括 此 诸 结果 可 有 次 表 , 其 中 g(n) 代表 fen) 之 Möbius 变换 : 
дә | мо | am 


aD | Eien | —ycmiogs | acw 
« | am | ao | Em | am | a | iog 
习题 1. g(n) 及 g, (n) 各 为 f(n) 及 f, (n) 之 Möbius 变换 , 试 证 明 
.(5)= De (2 )- 
Хи (1) Ув (1) 


习题 2. Ж g(n)gi (п) 之 Möbius HER. 
习题 3. /(n) 之 Möbius 变换 之 Möbius 变换 等 于 


Iravai). 
习题 4. 用 证 明 例 6 之 方法 . 证 明 4. 10(1) <. 
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8$5. 除 数 函 数 


定理 1 常 有 
dimn) < d(md(m). 
证 : 若 为 一 素数 , 则 
афр р) а) = a b+ < (a + DG + D) = арас). 
因为 aO) 是 一 积 性 函数 , 故 得 出 定理 . 
定理 2 对 任 一 > 0, 常 有 
dín) = O(n). а 








此 O 〇 号 所 包含 之 常数 依 于 e. 
证 : 命 n = ] р" №" 之 标准 分 解 式 . 今 有 
>" > 2= = “© > alog? > (a + Delog2; 


Н# р >22, р" >? 2 a + 1. fk 
ао а+1_ grati 











z Та 十 Delog2 и", 


此 即 定理 . 
жиз 命 9 为 一 整数 二 08 二 2, 则 
У) (ао) = ОС ове), (2) 
E 


LLD — O(log"). ‹з› 


<, 
证 : 先 证 明 第 二 式 . Ра 上行 归纳 法 , 吾 人 已 知 g = 0 时 ,此 式 真实 ,并 设 其 对 9 
一 1 时 也 真实 . 则 


(a)! yy (дозу арт 5i 


< < T 
"йу: 
16:601576. z 
f n = 四 ,并 用 dm) 之 d(w)d(v), 可 知 
n" < уу сут? dow 


< п £ ч S * 
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= Оов). 
再 证 (2) 式 : 仍 于 q 上 行 归纳 法 ， 


У) dmy = У) (a)? УМ 


= <= 
= У) У) ао)" 


се 


< У Gay: У aw 


< <. 


<e у) GOD orog) 


e 
= Оов"). 

此 定理 能 更 精密 化 , 仅 举 一 十 分 重要 之 特例 来 说 明 此 点 . 

定理 4 НЕМ 


У) din) = аовё+ (2y— E+ OND, 
< 


此 处 y 是 Euler 常数 . 
证 :已 知 
Sam= У) У! 
<= <= 
= Dl. 
< 
Мих, >) d(m) 乃 等 腰 双 曲线 在 第 一 象限 中 与 二 坐标 轴 间 之 整 点 数 .( 整 点 云 
< 
ЕЕ аса ЕСЕ. 
ЖО УЮ 引 二 垂直 于 坐标 轴 之 直线 , 则 该 图 形 被 分 为 三 块 ,其 中 正方 形 之 外 
之 二 块 中 之 整 点 数 相等 , 即 


a 
1= +2 2; Ж 


абы. 
A 
=- E +2 ЗЕ 
Ed 
=— €+ ON +2 У) £ +000. 
因为 
z 





故 可 知 
У} do = gloge + (2y— D£+ OND. 


< 
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习题 1. 证 明 : 当 & 宇 2 时 ， 
aw 
з. n ks: 

习题 2. 证 明 :对 任 一 s, 常 有 
aln) = От). 


Зове 2yloge+ c + ОЕ Ново. 


ШЗ EN: E> 2f, 
У] 900 = уже + Octlogp. 
Ен 


(在 证 明 中 将 用 及 1 一 至 ,此 式 将 在 习题 8.7.1 中 证 明 . ) 


$ 6. 关于 概率 之 二 定理 


定义 1 车 有 一 正 整 数组 ,其 中 不 大 于 zx 者 之 个 数 N(z) 适合 于 


则 此 组 之 数 之 出 现 概率 名 之 为 a. 
例如 :奇数 出 现 概率 是 于 .平方 数 出 现 概率 是 罕 
在 本 节 中 将 用 及 以 下 之 结果 
> 4 $. a) 


其 证 明 在 习题 8. 7. 1 中 . 
定义 2 一 正 整 数 如 不 能 为 素数 之 平方 所 整除 , 则 谓 之 无 平方 因子 数 . 
定理 1 不 超过 工 之 无 平方 因子 数 之 个 数 以 Q(z) 表 之 , 则 


o) = Br+ OD). (2) 


由 此 可 知 , 无 平方 因子 数 之 出 现 概率 为 号 - 


证 :将 不 大 于 之 正 整数 依 其 最 大 平方 因子 q: 分 类 ,不 大 于 x 而 有 q: 为 最 大 平 
方 因子 之 正 整数 之 个 数 为 


каш 


@ z = у, 
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t= Жо((#)7). 
由 定理 3. 3 可 知 
Q) = ص‎ [Z] 


=» > 4 4 Уос 
<, 


<, 


' 


у +0) (+ 





此 即 所 欲 证 《证 明 时 用 了 (5. 8. 8) 式 . ) 
定理 1 亦 可 改 述 为 ， 
定理 2 若 z 三 1, 则 


> lam |= £= +o. 


定理 3 适合 于 
1ї&тхт<ує&п 
之 整数 对 r. 之 对 数 等 于 
Jaat, 
其 中 (z,?) = 1 之 整数 对 之 数目 记 之 为 O(n). SEER 
om __6 





+“ п+1) ж 
也 可 以 说 成 互 案 整 数 对 出 现 的 概率 是 久 . 
今 将 证 明 一 更 精密 的 定理 ， 
定理 4 


O(n) = Dom = BF + Оби". 


m= Ўт у = d'ud) 
-| EG 





-4 foll] + 


(3) 


w 
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F )+ Onlogn) 





明 所 欲 证 . 


$ 7. 表 整 数 为 二 平方 之 和 


先 引进 一 数论 函数 
| 若 21m， 
хо) 一 
enke gala. 
易 证 此 函数 是 积 性 的 . КВС Möbius 变换 以 
20% = Уух 


HZ „ЭРЫ осп) 也 是 积 性 的 .车 命 n = Пр’ & 之 标准 分 解 式 , 则 
8(n) = Па HAD + XCF) + + (ро). 


用 函数 XO) 可 以 将 定理 3. 5. 1 之 结果 重 述 如 下 : 


定理 1 ИАА 
(mod п) 





之 解数 V(n) 等 于 
жап 


0, 
Паж), 若 4+m, 此 处 户 经 过 的 所 有 不 同 的 素 因子 . 
此 定理 不 难 由 定理 3. 5. 1 及 定理 2. 8. 1 推 得 之 . 


本 节 之 主要 目的 在 证 明 : 
282 命 r(n) RHE 


VO) -{ 


п‏ = و قو 
之 整数 解 =,y 之 组 数 , 则‏ 
rn) = 480.‏ 
在 证 明 此 定理 时 , 需 几 条 预备 定 :‏ 





定理 3 ” 常 有 恒等式 
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(zi + yl) Gl + у) = (лл, Буу) + Са у ~ yz). 
此 式 极 易 直接 乘 出 ,不 再 证 明 . 
习题 1. 试 证 恒等式 : 
(zf + zê + zî + zDCyÎ + yê + yê + î) 


= (ayi T ау: + хуз Бау) + (ауу — луу + ay, — y) 





+ Gay = zay + жу nn) + (луу, — х,у, + aya y). 
2. 试 证 恒等式 : 
(f + zf +z + xf + xj + zê +z} +z) 

X (yî + yf + yî + yf + 1+ у1+ +) 

= пу Ty + хуу + жу, + лз уу + жеу + тз уз Hay) 





+ (ау — Za — туу, T Toys = лу + Teys — хуу, аут) 
+ а» + ау = луу = хау + жуу — луу — хт у; + луу») 
+ (ху my + луу — х,у — луу, — хуу + хуу, + raya): 
+ ба» + азу — ny + zo — луу — еу + луу — Tay 
+ (жу Tiy + туу, F Toys + жуу: — леу — хуу, aya)? 
+ (ху + лу» + жуу; — Toy — жу уу + леу, — хуу — хуу)! 
+ Ciye = zey — туу — х,у, + туу, + туу + жт уз ay). 
ER4 f n> 1, 对 应 于 


Ë =—1 (mod п) а› 
之 一 解 ,有 一 对 且 叭 有 一 对 整数 z,y 使 
+y = п,х >0,у > 0,(т,у) = l,y= ir (то я). оу 


证 ,显然 , 若 (2) 式 有 一 解 , 则 (1) 式 有 一 解 . 
(1) 式 有 解 之 必要 且 充 分 之 条 件 为 n 可 表 成 
于 一 20 多， а= 0 或 1， 
W pl = 1,2,…,s) 则 是 三 1(mod 4) 之 素数 . 今 利用 归纳 法 来 证 明 本 定理 . 
1) n = 六 之 情况 :车 X= 1, # + 1 = 0(mod p), 可 知 当 (z,p) = 1 时 有 
ЭВ =0 (mod p). 
今 决定 y 及 使 





mÉ = yê (той p), 
Н «*< р,у* < р. Йа уф, ry, A, 


MLP] + D? > 个 差 数 , 故 其 必 有 两 个 关于 p NEAR. i 
т-у = zal ¬ yı (mod p), 





Bp 
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(а\—л) = у у: (mod р), 
不 妨 假定 xı 一 zx; 220,4] 
и — т: <P, |у у I< p 
即 为 所 欲求 之 z,y. 对 此 =,y 有 
ty =p. 
易 见 :一 1,(z,y) = 1. 
同 余 式 
у= mr (mod p) 
有 解 ,由 是 z + т") = 0(mod p) ,& m = 1,3⁄ m = 4, 则 (zx,y) 即 为 所 求 , 若 
m= LW Cyr) 即 为 所 求 . 
D р © 2, 而 定理 对 р 成 立 . 设 (一 D)* = 1(mod p!) Ж изо Ë 
P =u +w, 0,02 0,0,0) =1,v=—lu (mod p). 
Мул рив, 
ph = (ли + уо) + (zo — ya)! = X: +Y: (X> 0,Y >0. 
OXY) = RER MD p| (X,Y), 但 
X = ru + yv = ли — l’ zu = ru (1 — 8) #0 (mod p), 
此 不 可 能 . 
GD 因为 (X,p) = 1, 故 同 余 式 
Хт =Y (mod p") 
有 解 , 由 是 得 
X'+ Xm" = 0 (mod рн), 
即 
1+m =0 (mod p“). 
由 定理 2. 9. 3, 此 同 余 式 仅 有 二 解 , 故 
m 一 士 了 
依照 4 = 1 之 情形 进行 寺 论 , 即 明 所 欲 . 
2) # п = аба > 1,6 > 1,(a,b) = 工 又 设 
Е =—1 (той п), 
w + = а,и > 0,0 > 0, (usw) = 1,0 = ш (moda), 
m +y = Ь,х > 0,y > 0, (x,y) = 1,у = (modb). 
由 定理 3 得 
п = ab = (zo + yu)! + (хи — yw) = Xt +Y’. 
СЁ zu — yo > 0, хи — у» = Y, W), @ zu — yo =—Ү.) 
SHE: 
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OXY = 1. i$ p> 1,p | (X,Y),W 
хо + уи = ps, 
хи — уо = р, 
即 得 
аби? +u) = рю t tu), 
yG +) = plu — m). 
因 (z,?) = 1, p | G° +17), BD р | а. МЗ, р | 46. 此 与 (ab) = 1 之 假设 不 合 . 
Gi) X = IY (mod n). 由 假设 
zv + yu = ки — lyu = бзи — yo) (тойа), 
u + yu =— lyv + ши = (аи — yv) (mod b). 
因为 (a,b) = 1, 故 
X=Y (mod n), 
3) 唯一 性 , AMHC, Y), (X YO 同时 适合 所 设 条 件 , 则 
т = (XX' + YY)? + (XY 一 YX 2 
但 
ХХ'+ҮҮ' = XX'(1 +°) =0 (шойт), 
кб 
ХХ'+ҮҮ' = я, ХҮ'—ҮХ' =0. 
H XY Ух’ =0,Ж = ежу = OX? FY tke =k 1. Xh X> 


0о,х'>о,ш 





看 人 之 定理 即 已 完全 证 明 . 

定理 2 之 证 明 ”由 定理 1 及 定理 4 可知 

m +y =m (х,у) =1 
之 解数 等 于 
Уо). 
今 将 
m+y =n 

之 解数 依 (z,y) = d Я. зу) = d 之 解数 之 等 于 


GE 


之 解数 之 个 数 , 即 AV (jE ). ве 
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r) =4 Уу (5)= 4 D(z, 
> (2 ) > (z). 
KA ACD = 1 或 0 视 4 为 平方 数 与 否 而 定 .因为 VCn) 及 4(n) ЕБИНЕ, ЫС? 








是 积 性 的 . 
因 3(n) 也 是 积 性 的 , 故 若 能 证 明 п = p' 时 ， 
rw _ 
r = am, 
则 定理 已 明 . 
车 2 | m, 
r Vp) HVT + БУС УС) 
0 十 … 十 0+1=1， 车 p=2， 
0+…+0+1=1， #p=3 (mod4), 
一 12 十 … 十 2 十 1 一 
一 本 .2+1 一 mm 十 1 #p=l (той 4). 
又 车 2+m, 则 
LED — ve + + VC) 
1, 车 p= 二 2， 
=0, #p=3 (mod4)， 
т+1, #p=1 (тода). 
另 一 方面 
др") = 1+X(p) + = + X( pF) 
1 十 0 二 0 十 … 十 0 一 #p=2, 
_ -1+"“+1=1, # p= 3(mod 4),2 | m, 
1+ 1=0, # p = 3(mod 4),2 F m, 





1+1+-+l1=m+1,  # p= (mod 4). 
故 得 定理 . 
定理 5 ”把 一 整数 n 分 为 两 个 平方 和 之 方法 数 之 四 分 之 一 等 于 " 之 因子 之 
= 1(mod 4) 者 之 个 数 减 去 ”之 因子 之 三 3(mod 4) 者 之 个 数 . 
定理 6 ”对 任 一 二 0, 常 有 
тл) = Об). 
证 :因为 r(n) < 44(л) , 故 得 定理 (由 定理 5. 2). 
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$ 8. 分 部 求 和 法 及 分 部 积分 法 


定理 1(Abel) 命 a 达 5b,n 是 一 变数 ,在 a 三 n 二 6 中 变化 ,7 Ке. 是 复数 . 命 
== > Fas 














M" 
[Zren |< masis 1 D lee НН 1). D 
WER se , 则 
Fiya; = хе. = а). 
= Does = Desens 
一 > бе. вм) + sess 
故 


(Ereje SD Ia een Ha tel 
© лах! !1( D lemen +16 |). 
< a 
定理 2 在 上 定理 中 ,如 6, 是正 的 递 碱 的 贯 数 , 则 结论 可 改 为 








| Ère. |< max Is. le. D 
今 举 其 一 应 用 如 次 ， 
定理 3 ж: 0.4 
Го | 1 
E Sar 
故 当 * > 0 时 级 数 
ую 
=” 
жа. 
证 :已 知 


ха) + а +XGa +2) + X(a +3) = 0, 
故 可 证 明 
| У)хот›|<1. 
= 
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由 定理 2 可 知 








其 右边 与 4 无 关 , 故 得 定理 . 
附 记 : 在 下 节 中 还 将 用 到 


у\ ZO) 
DARS 





此 可 用 普通 微 积分 tan ' z 之 展开 式 得 之 . 

与 定理 1,2 相仿 ,有 次 之 定理 : 

定理 4 MES p EN reS aS gP EE. i f(z) 及 g(x) 在 此 区 间 中 连 
续 , 并 设 g(x) 可 微分 . fir 





fi) = ов. 
Ш 
совае |< тах | A (fl ee | de кор |). 
AE g'a) < 0,g(z) > 0, 
|[/совсодс|<в‹Ф max | Л |. 
证 :由 分 部 积分 法 可 知 


[i Dswd = [веда 
г é 
= z) f, = [fig Daz, 
故 
| [I ogade |< max | fay | (le +Í |g (| dz). 
证 明之 其 他 部 分 十 分 显然 . 








D. ita > 0, 
Геза | ФУ? |< ата, ө» |< + 
Š 9. 圆 内 整 点 问题 
定理 1 


У) rO) = xz + OG/m). 


<. 
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证 :由 定理 7.2 可 知 
У) = 4 У) Ухо 
<=. e 

=4 DIM S1 


ke = 
=4 PES 
将 此 和 分 为 两 部 ,由 定理 8. 3 
D= Уж] 
< 


== у) 90 +0 
“хт 


л x 
一 4z я “т TOND) 


= rz КОС), 
其 他 一 部 为 
工 
>, = Brol) 
由 定理 8. 2 可 知 
У), = o>. 
总 之 ,得 出 本 定理 
另 一 证 明 如 下 ,显然 ,2 rO) 是 适合 
ш + <= 


之 整数 对 u,v 之 对 数 . 换言之 , 即 为 以 VE 为 半径 以 原点 为 中 心 所 作 阅 中 之 整 点 的 数 
目 ,此 圆 的 面积 为 rr. 
在 平面 上 ,过 整 点 作 与 = @ Ж у 轴 平 行 之 直线 ,此 诸 直线 将 平面 分 为 方 格子 . 

一 国内 整 点 (zxvv) 对 应 一 方 格 ,其 四 顶点 为 (u,0) ,Cu 二 1,0) Cus F1), utl, v+ 
1), 如 此 所 得 之 诸 方 格 必 在 圆 

w + = (VE 二 VE 
之 中 ,但 又 包 有 圆 

ши = МЕ. 
故 

к/т - J2)" < rO) < «МЕ, 
= 


即 得 定理 . 


ш. 数论 导 引 
由 此 证 明 还 偶然 地 证 明了 





关于 更 一 般 的 闭 曲线 内 部 的 整 点 个 数 的 问题 ,捷克 数学 家 M. V. Jarnlk 有 次 之 
ей. 

定理 2 命 ! 表 示 一 有 长 的 简单 六 曲线 的 长 度 ,而 以 A 表示 曲线 所 范围 区 域 的 
面积 ,N 为 曲线 内 部 所 含 整 点 的 个 数 , 则 若 ! > 1, 必 有 

IA—NI<L. 

HE (Steinhaus) : 先 证 明 下 面 二 个 简单 的 引 理 : 

引 1. 在 边 长 为 1 的 正方 形 中 , 任 作 一 连续 曲线 C,C 的 两 个 端 
点 在 正方 形 的 周 界 上 , 若 С 与 正方 形 的 二 对 角 线 相交 , 则 曲线 C 的 
长 1 必 不 小 于 1. 

证 : 若 C 的 二 端点 在 正方 形 的 一 对 对 边 上 , 则 显然 /二 1. 

Ж C 的 端点 在 正方 形 的 二 相 邻 边 上 ,如 右 图 , 易 见 

1> ар + ри + ас > ша +B +W = ой = 1. 

至 于 C 的 二 个 端点 在 同一 边 上 的 情形 ,可 用 同 法 证 之 . 

引 2. 在 边 长 为 1 的 正方 形 中 , 任 作 一 不 通过 正方 形 中 心 的 连续 曲线 C,C 的 两 
端点 在 正方 形 的 周 界 上 . 曲线 C 将 正方 形 分 为 二 部 分 , 命 A 为 其 中 不 包含 正方 形 中 
心 的 一 部 分 , 则 A 的 面积 必 小 于 C 的 长 度 . 

证 : 今 分 列 考虑 以 下 各 种 情形 : 


А s 
м a 
7 

а p т ра, ра р ра у а фр В 

命 p,q 表示 曲线 С 的 端点 ,P 为 正方 形 之 中 心 ,A,l 各 表示 A 的 面积 及 曲线 C 
的 长 度 . 则 在 前 二 种 情形 中 , 易 见 从 C 上 任何 一 点 到 直线 a 的 距离 必 不 能 大 于 4, 故 
A 完 全 落 在 一 个 边 长 为 1 与 ! 的 矩形 中 ,因此 得 到 A < 1. 在 后 三 种 情形 中 ,由 引 1 可 
知 1 宇 1, 所 以 有 A 一 1 < 1. МАНЕ. 
定理 的 证 明 :以 工 表示 曲线 所 范围 的 区 域 ,在 平面 上 作 网 ,以 直线 


1 
=п+ ул бтп 0, +1, +2) 



































为 经 纬 ,网 眼 为 边 长 为 1 的 正方 形 . 以 Q, ,Q: ,…',Q, 表示 所 有 这 些小 正方 形 之 含有 
了 的 一 部 分 周 界 者 ,而 以 C, 表示 有 长 曲线 之 在 Q, 中 的 部 分 ,以 RRQ 与 1 的 共 
通 部 分 ,而 定义 
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к=} Жо 中 有 整 点 ， 
“bb, жа 中 无 整 点 - 
又 以 A; 表示 Q, 的 面积 ,2 表示 С, 的 长 度 , 于 是 若 能 证 明 

ГА. = № |< 4, 
便 得 定理 . 


首先 我 们 考虑 整个 1 都 在 某 一 Q 中 的 情形 ,因为 :三 1, 故 易 见 定理 成 立 . 因此 
我 们 可 以 不 失 普 记性 地 假定 1 并 不 整个 地 处 在 菜 一 Q 中 ,此 时 С, 为 若干 段 曲线 之 


和 ,而 这 些 曲 线段 又 将 Q, 分 为 若干 个 部 分 DP. 


车 整 点 不 在 任何 Di 中 , 亦 即 当 整 点 在 C, 上 时 ,有 М, = 0,0 <A, <1, h > 


1. 故 得 所 欲 证 . 


若 整 点 在 某 一 Di" 中 ,以 AP RRDP 的 面积 , 若 Di” 不 在 1 中 ,此 时 N, 





0, 


A < 1— Af ОР ЕТ, М, =1, 1 — A, < 1— A!” ,fi 2 即 得 


1—-А? <h 
于 是 得 到 定理 . 
显然 定理 2 也 立刻 可 以 导出 定理 1. 
习题 1. 求 出 以 原点 为 中 心 之 椭圆 中 整 点 个 数 之 渐 近 公式 . 
习题 2. 证 明 球 
ии+ш <r 
内 整 点 数 = Фаг} +00). 
习题 3. 试 推广 上 题 到 Я 


习题 4. 求 出 
Уно 
4. 
之 无 穷 大 之 阶 . 
习题 5. мя 
ши < 


之 两 坐标 互 素 之 整 点 数 = Š + 十 O(VEiogz). 


$ 10. Farey 贯 及 其 应 用 


Farey 贯 乃 百 余年 前 之 发 现 ,但 在 近代 数论 中 方 显 出 其 重要 性 . 


定义 1 ”级 Farey 贯 者 , 乃 指 0 与 1 之 间 之 诸 既 约 分 数 ,其 分 母 二 ”者 .其 次 


序 依 其 大 小 排列 ,换言之 , 即 依 大 小 排列 之 形 如 
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fra) =1, OLan 


之 诸 分 数 . 
n @ Farey RH $. 表 之 . 
例如 :只 为 





$. 中 共有 1 У обн) ТЖ. 此 诸 数 将 区 间 0 < x < 1 PW Урон) 份 ,显然 
Brn Л $, 添加 pln 十 1) 个 





1+ (am 十 1) =1, 0<a<n 
而 得 者 . 

定理 1 命 表 一 无 理 数 ,0 二 二 1. 取 级 Farey Bt FTE, r 是 二 邻 项 ， 
且 适 合 于 
an а. 
E <е< 


ма 





E 是 ， 之 进 增 函数 ,2 En анаан 





ОБ. R bk n 之 递增 函数 , 且 随 n BRS. 
证 :注意 每 一 有 理 数 皆 必 为 某 一 级 Farey 贯 中 之 一 数 . 则 由 Farey 贯 之 定义 , 定 
理 立 可 得 出 . 


жи2 Mop NS. 中 相 邻 之 二 数 . 则 


b+ 2n+1. 
a а 
жр < м 
ha” — a = 1. 
证 : 因 (a,b) = 1, 故 有 整数 zx,y, 使 
bz—ay=1, n-—b<y<n. O 
由 此 立 得 
y>0, (z) = 全 + 十 > 全 
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今 只 须 证 明 





[] 





因 车 能 证 明 此 式 , 则 一 2”. y 
тр 


1. AbH >n. HERAM, MN 


5 < <= 
由 此 立 得 
> 
但 由 (1) 已 知 
29-1, 
» b by 


此 不 能 两 立 , 故 得 定理 . 
жаз KÊ < < = 





а ata 
BF 
证 :由 定理 2, 已 知 
аъ a =1, 
а Ба" = 1, 
相 减 , 立 得 
(6 十 办 ) — (a +a) 一 0, 
此 即 证 明定 理 . 
ЕИ 
ata 
i+ 
名 为 此 二 项 之 中 项 . 


定理 4 中 项 在 该 二 项 之 间 ,与 全 及 27 之 距离 各 为 
1 1 
BFE)’ ББ 
а а! 
ЕАГИ < r. М 


а аа ыа 1 
D BFE БОБ POF 
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а+а а а-а _ 1 >o 
BFE СЪ БФ+Ь) БЫ 7 





定理 5 命 6 为 一 实数 , 则 在 个 中 必 有 一 数 全 ,使 
| 用 < 去 <<. 
ЧЕ. FTO < €< 1, F(0, МИ $5. 及 其 诸 中 项 ,而 将 (0,1) 分 为 若干 分 隔 间 . 


必 在 此 诸 分 隔 间 之 一 内 . 此 分 隔 间 一 端 为 守 中 之 - 数 全 ,他 端 为 一 中 项 十 多 














1 1 1 
БОР) Sim TD < 
故 得 定理 . 由 此 定理 立刻 可 以 得 出 


жиб 任 与 二 实数 6,9 > 1, 必 有 有 理 数 生 ,使 
1 

<a << 

定理 7 {ERK E EAH и 


єт 





1 
я. 


(2) 


|e=- 引 < 
着 6 为 无 理 数 , 则 有 无 数 个 全 适合 此 式 . 
证 ,显然 只 须 考虑 为 无 理 数 之 情形 . 设 全 ,全 为 入, 中 适合 
s 2.29 
к<е<р 
之 二 邻 项 , 则 由 定理 5 之 证 明 ,其 中 必 有 一 适合 (2) Җ. 由 定理 1 即 得 出 我 们 的 定理 . 
жав 。 任 与 一 无 理 数 #, 必 有 无 数 个 有 理 数 全 存在 ,使 


| а | 1 
[8-5 [< 2: (3) 


证 ,不 失 其 普遍 性 ,我 们 可 以 假定 0 一 6< 1, 作 级 Farey 贯 . 命 全 R 为 二 信 
项 ,适合 于 
a a 
= << 
者 . 命 = 以 /5. 今 分 两 种 情况 论 之 
D BR a> IHD Ba < CS 一, 则 由 定理 2， 
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由 于 





ЩЕ АЕ 


С 





1 -多 
Z 或 | š 4) 


DME AHD >> 16-1. 








£ 
<. 
EZA 


+> объ, > FS +)». 
txt FR (E) (LES s wau D 之 方法 . 因而 得 出 三 种 可 能 性 之 
一 . 即 除 (4) 之 两 种 情形 外 ,还 可 能 有 


а+а' 


|61 





1 
SCD +b) 

HI FI А 2 паа F(3), НЕЖИН” 
Pi n GREN. 故 得 定理 . 

习题 ,证 明 二 邻 项 之 分 母 不 同 . 


$ 11. Виноградов 关于 函数 的 分 数 部 分 和 的 估 值 定理 


Bla) 表示 a 之 分 数 部 分 , 即 {a) = a 一 [a]. 本 节 的 目的 在 于 研究 形 如 
У) (fay) 
< 


的 和 . 其 应 用 见 下 节 . 
定理 1 Шт>0,(а,т) = lh 之 0,c 为 实数 .并 假定 当 z 一 0,…,m 时 , 常 
# c< pla) < c+ h. ft 
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则 
证 :显然 有 
1 3 +a) _ 1| 1ے‎ 
|1 1) 
Шт < 2h + 1 时 ,本 定理 显然 真实 . 
SE m > 2h + 1. @ аг + [c] 对 模 m 的 最 小 正 剩余 . 显然 有 
s= ео}, O 
此 处 
Фо) = g(z) 一 [c]. 
故 得 
{е < Фо) < (с) +h. (2) 


车 0 和 rr 过 m 一 [4 十 {c)], 则 
0< {с} Srtor) < m= [1+ {<} ] -1+ le) Fh < m, 





即 
r+ (r) 
< < 
“ 
r+) + (r) 
а, 
即 得 
r {e < [ФС r | (c) +h 
کا م > کک > اچ‎ @ 


жт А+ ics)]<r<mffr=m—_sWs= 1,2... [А+ {с}]. KR 
ص‎ 1+9 =) 
т т 7, 


Фр) — s > 0, 则 由 ФО) —s < h+ (c) —1 < т, l 








iQ =s r+ | _ ФО ЗВ; 

二 w 
ХФ @(r) — s < O, JIE O < m + {e} = s& r + (r) 二 m, 可 知 

etid < (SEES дш. © 


总 括 (4),(5) 二 式 ,可 知 
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grid с ФО) r | h+ e) 
а кс» tss Cusi 


综合 (3) 及 (6) 可 知 





th= hti <S- У) А+ (0), 
因此 得 出 
655-50 -) <h+l. 
故 得 定理 . 
定理 2 设 m 为 整数 ,A > 2,1 < т< AF ,(а,т) =1,k2>1. Xi 
s= (e, 
=< 
此 处 f(D 在 M< z <M+m—1fiE X HAZME, H WE T 
ГОМ) = E+, бат) =1,161<1， 
1 k 
<! Ид, 
则 


1 ї 
|5 "|< e+. 
证 :由 广义 中 值 公式 可 知 
/\М+ у) = УМ) +f MD + FFM +O, 19 1<1. 


在 定理 1 中 取 





9 lo 
фо) = "(/‹м› ++ M+). 


由 于 fC 的 连续 性 及 | ИС) i> A ,可知 其 不 变 号 . жання Ре) > 0. 
则 
"(/‹м›— 7%)< ко < м(/‹м› + Ж + R), 
即 得 
mf MD —1 < фу) < mf (MD +1+ +k. 


即 在 定理 1 中 可 取 < = mf (MD — 1h = 2+ Tk. 


‹6› 


定理 3 设 k 宇 1,/(z) 8 M< х<М-+ т AELA ERZ AP, 
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且 
1 k 
A <l fe) I< д. 
则 
ма 
S= J) (f) = ут +004), 
此 处 
A = (&:mlogA + RAJA. 
ЧЕК r = At, M = M, ,由 定理 10.6 可 知 有 ai „ть ,0, 存在 ,使 
ПМ) = +P, ост <rt) = 1, |0 |<1, 
由 定理 2 可 知 


Wi 


E (fm) = Em + 人 t+, ГАРЗ" 
A 
ЖМ, = M, + mı ,再 由 定理 10.6 可 知 有 a; „т, ,6, 存在 ,使 
ГМО = E + Ê, от там) =1,|%|<1, 
且 有 
муз 7 
У) а» = gm + E+, 109151. 
< 


继 行 此 法 , 若 s 步 后 有 
оО<М+т-1- М, <r, 
则 得 





тот т) = LM +m — Ma) 


у Ш 
< F(R +5) + (М +т- Мн), 
即 (由 于 М, = M +m + == т) 


Аи, 1 
|s 2 БЕСТЕ 


(7) 


(8) 


DIEI s. BEO < g< rpg) = рав, МЕН т, ‚от, 中 
有 多 少 个 等 于 ч. 由 于 Га) 的 连续 性 及 | f(z) |> 去 ,可 知 在 所 讨论 之 范围 内 


Ро) REG. r 之 适合 于 


(9) 
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者 成 一 区 间 . 其 中 之 任 两 点 na 常 有 
> 一 ren < 2. 
а > e 74 = За. 
即 得 
2 
Гоа < Z. 
即 得 
Aklan <. 
мао) XH x 所 成 的 区 间 的 长 度 < Ê. MEF qm 的 个 数 给 +1, 
其 次 ,车 4 固定 , 今 往 求 适合 (9) 之 p 的 个 数 .假定 p > ps, 及 
hl h+1 
Го +. 


а 


pl Рут 
/ee ra 


а 


则 得 
| roa|=1 соло ав. 
即 得 
z lasna li> = :-2. 
即 得 


р-р +1 <+ 2+1. 
kme 2 
ЮР < +T +1. 
总 之 ,将 诸 F7 (MD 写成 (7) 之 形式 , 诸 分 数 & 中 ,其 分 母 m, 为 q 者 的 个 数 
2А km 2 
< (f: +1) ые) 
km (2 2А 2 
(+5) и ms 
将 @ = 1,2, СЕ] 相 加 ,可 知 


r< (domt 2+ (+4) 








logA+ A). 
т 
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RAO 式 可 得 定理 . 
$ 12. Виноградов 定理 对 整 点 问题 之 应 用 


在 定理 9. 1 中 已 经 证 明 : 贺 
“+ú <= 
中 的 整 点 数 为 
R(z) = xz + OT). 
本 节 之 目的 在 于 证 明 一 更 精密 的 定理 ; 
定理 1(5іегріпзкі) # х >> 2,1 
R(z) = rr 十 OCzilogz). 

此 结果 并 非 关于 此 问题 的 最 好 纪录 ,运用 较 复杂 的 分 析 工 具 , 著 者 在 1942 年 
证 明 R(z) = rz FOC). 但 一 般 的 推测 为 R(z) = rz +O. 此 乃 数论 上 的 
一 个 著名 难题 . 在 证 明定 理 1 之 前 需要 次 之 引 理 : 

定理 2 ¿i f(r) 在 区 间 Q 志 xz 志 RR 内 具有 二 次 连续 导数 ,又 设 

вв = ['(ф+—%)а. 
则 
Уло = fr mae + (+ 一 tR) )7CR) 一 4- {а} AO о 


г + ef maz. 
证 : 设 z АЖ, О <a < B< К, 过 a<<B<<z 十 1, 则 由 部 分 积分 ,我 人 有 
Гуса = [ую (ра 


= (ж—(#)/® = (+ — (a)] о о Haaf a) 


+ асса. а) 
Жа 21,8 x, 1,8 


mti 


жод: а T fea + Јас az. 


由 是 即 得 
-fE foda- У ло ажр + Ер 
А 


сан сан < 
к) 
+f аба) (dz. (2) 
tam 
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EEO) 中 , 命 a = Q,8 一 [Qj] 十 1, 则 得 
-SE fwad = усет — (2-09) co + tQ) cQ 
[асосдан < 
同 理 ,有 š 
ооа = ($ R) ARLERI юу 
+ ff dz. w 


将 (2),(3) 及 (4) 相 加 , 即 得 所 求 之 公式 . 
定理 1 之 证 明 ”由 国之 图 像 ,显然 可 以 看 出 








К) = 1+4[Vz]+8 У} 1-4 / |. (5) 
<< 
显然 有 
Хи = У Er- y) (s= 


- D-DD, 
RIDEI R fa) = VZ 一 到 , 则 由 定理 2, 即 得 


D, = fF ты (1 ЕЕ /) 


-a gt = + + (Е [ЕЕ +оо. 
由 上 节 定 理 3, 我 们 有 


将 此 结果 代 人 (5) , 立 得 我 们 的 定理 
与 加 内 整 点 问题 相仿 有 Dirichlet 除数 问题 . 前 已 证 明 


E din) = doge + (27— рено. 
< 


(定理 5. 4). 今 往 证 : 
ЗЕ 3(Вороной) #22 2, 则 


У) dín) = doge+ (27— DEH OG log’) 
<= 
XE FIL ж # а St JE R s BS # Hi PJ M LETI Е, 以 
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OCF") RADLEY О log p. — RUHN HEZ RR OGO. 
证 :由 定理 5.4 之 证 明 ,我 们 有 
(6) 


Dam=2 ХЕ WEF. 


e 


BK ус = 十, 则 由 定理 2 即 得 


х-ы ле 


® Сыа“ A 


RE 
HIDE Haf oaaae. 


注意 
[сога = Lf (F ia) (rae 
5 +-+ 2 Fa 
= +-+ È [iat он dH] 
= 一 于 + 去， 
则 得 


25 £ = goge+2( 4 — WEI et +2 +00). 
<< “ 
我 们 现 来 估计 
s= > (&). 


< 
жо ft ?* >28 > 2 Ма 
` 
5-0) © (но. 
=° мрг 
由 上 节 定理 3, 即 得 (以 MB]2 一 代 m, 以 NE 12 es” КА), 
{= - м носо. 


магае" 


故 
S= INE +0 ово. 


EENE = г—2/ + OC1) Wii (6) , (7) 及 (8) , 即 得 定理 


(8) 
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$13.0- 结果 


数论 中 不 少 著名 问题 缘 在 于 估计 某 一 表达 式 之 精确 度 , 即 在 于 将 误差 项 之 无 
穷 大 之 阶 尽 可 能 地 降低 . 此 类 结果 通常 称 之 为 O 结果. 上 节 定 理 RER ERA 
也 . 另 一 方面 ,在 人 也 常 从 事 误差 不 能 再 好 的 估计 . 即 其 无 穷 大 之 阶 不 能 好 过 如 何 
情况 之 研究 ,此 类 结果 称 为 A- 结果 . 

上 节 中 曾 提 及 定理 12. 1 之 O 项 一 般 推测 最 好 的 结果 是 O(zxi"). 本 节 之 目的 
在 于 证 明 . 对 任 一 正 数 e > 0, 不 可 能 有 以 下 之 式 子 

Rz) = xz +O). 

但 以 下 之 结果 较 此 略为 广泛 . 

本 节 中 之 K.K. К, Ky 皆 表 绝对 常数 . 可 表示 之 数值 可 能 因 地 而 异 , 即 同一 
符号 不 一 定 就 代表 同一 数值 ,但 这 绝 不 会 因此 而 发 生 误 解 . 

定理 1(Erdös-Fuchs) с> Oa sa: 表 一 整数 列 , 适 合 于 

OSa Lag. 

以 fO) Rar +a, = nn 之 解答 数 .r(x) = У) f (n) WERF a +a, < х tjaa 之 


数 对 的 数目 , 如 是 则 ке 





r(z) = cr Боба ов tz) а› 

决 不 能 成 立 , 
在 证 明 本 定理 之 前 , 先 引进 以 下 各 引 理 
定理 2(Erds-Fuchs) Ша, 为 实数 ， 





кө = < ae” 





вин 5) евин 


1р үе 
去 | 190 а = 





证 :显然 有 


Пф = > У са 
由 一 x 到 r 逐 项 求 积分 即 得 所 求 、 


定理 3 ith, 20,600) = 





Б" Ш |Т 0 <a < az = 


= 


re*(0 < r<) 时 ,有 次 之 不 等 式 
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f low 149 > f, | pce tas. 
证 :引进 一 个 函数 




















w=] “|: 91915, 
о, Ша<101< x. 
如 是 则 
[тео a> lew °1 e ta 
SD bbar Та) egg, 
Шт пв, 
Г. | 900) egg = 0 Е £) coscn = maio 
کن ات‎ _ sin(n—m)a 
= gy a m >o 
fim = nat, 
[опао ра = 28, 
故 得 出 


[тео a> 
жи4 и. <Я 





_ | pz) "4. 


则 有 常数 c.C 存在 ,使 
0<с< <C< o. 


证 ,由 二 项 式 定理 立 得 


“r+ De 
7. 1.2 





由 于 
+ 
| omar = fF пово +9 ово — p) 
+ n 


= [ов +15) 


= low +0(+), 
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故 得 





Plog +11 = Èf iosa +o( $ сер) 


+ 





H loge dt + OCD 
- 


1 


(一 去 +njog(r 一 去 + 一 (к= +")+оа› 


二 ("一 去 +n)logn 一 n+O(1) 


及 
loga! = log! = (б +n)logn—n +O. 
因此 
logy, = (r — Dlogn +001), 
故 得 定理 . 


定理 5 #15, = oln logn), що нв, 


Bor = (a — m Нов" 15) 





证 ,由 假定 可 知 
Уһ" <к > nr +a(nlog' T У ntr, 
=? <a Рая 


此 处 当 r 一 1 时 ef(r) 一 0. 第 一 分 和 的 项 数 二 (1 一 r) FHF < а-, 7“, 
故此 分 和 之 (1 一 ”由 定理 4, 第 二 分 和 


Зав" —1 





ntr 


nig a- 7% 
< 0-0. 


总 之 可 得 
Dor < KQ =r) +e(rDlog" =a -p4 


= о(іов" =a _ +). 
定理 6 ”假定 /(z),g(zx) 为 (a,b) 间 定义 的 实 连续 函数 , 则 
|[усовсәа|< (юа gma). 
证 , 设 》 为 任 一 实数 , 因 
ШЕШ (z)dr + 2 tng (nar + fade 
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- [оло + g(x) dr > 0. 
故 上 式 右边 A 之 二 次 式 之 判别 式 < 0, 即 得 定理 . 
EEIZEM 1а << 


zt = Ў: 
由 此 立 得 
во = Ули 


а=) = Dror. 


FCD 式 成 立 , 则 





ао) о) = c Dyn HAC) 
= а АС), 
此 处 
мә = Sue", v = обов im. 
今 往 导 出 矛盾 . 
由 (2) 可 知 


Гоно па f 1ва-эт+а- ова 14 
< (1-1 d+ 

由 定理 2 及 定理 4 可 知 
Г-га f a-a а 





а= 11462 | 49, 








<к у < Ki (L. 


又 由 定理 6,5 可 知 


[п-ка та ro Ра 
< esa +2) 一 trsino)| ис гё 


< (еа — r)? + 4r(a — sina))e(r)(1 — r) Flog" 


(2) 


(3) 
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< (De U— tog 





此 处 当 r 一 1 时 er) 一 0. 故 由 (3) 得 
1 


Heata — о7о ТЕ w 








Г | g2) 1849 < Kilog 
另 一 方面 ,由 定理 3 可 知 


[lao а> = [кю га = £ уч 


= ge. 
由 (2) 及 定理 4 可知 
#02) = a? (1~ т) + (1—г°)А(?) 

= аә а OCD tr") 

> Ка —O((1— r) ê) 

>Как. 
故 得 

[тако d> Кеа- 9+. © 


ЖК? > 1 二 Ki 又 命 c 一 ea(1 一 mlog 了 上, 则 由 (4) 与 (5) 可 得 


К? < К, +1 
此 乃 一 矛盾 故 定理 已 证 明 . 


$ 14. Dirichlet 级 数 


Dirichlet 级 数 乃 是 形 如 
Fo) = У 


之 级 数 ,此 F(s) 称 为 /(n) 的 演 成 函数 . 
本 书 并 不 讨论 Dirichlet 级 数 的 基本 性 质 ,而 仅 讨论 其 若 于 形式 上 之 变化 而 已 . 
其 且 不 说 明 级 数 之 收敛 范围 . 
若 fO) 是 一 积 性 函数 , 则 
24 LD о +... 
ЕО = (+ г: +2 + )， 


此 处 请 过 所 有 的 素数 . 又 若 f(n) 是 一 完全 积 性 函数 , 则 


25, жезл 





8060) = У) 10 > КО 
я 21 

1 

= (7): 





#k F(s)G(s) Л 
Xress(2) 
之 演 成 函数 . 由 此 可 以 说 明定 理 4. 2. 
№ 


к-ў 1. 
此 乃 解析 数论 中 著名 的 Riemann ç 函数 ,有 乘积 式 


түз 
ә = П(1- р) Р O 
故 
ا‎ 1)s up) и... 
ко = П(1- рв) Ht + +=) 
= ўза) 
= > ew, Ф› 
Ж g(n) Ж f(n) 之 Möbius 变换 , 则 其 演 成 函数 G(s) 及 ЕС) 有 次 之 关系 
бо) = КУРС). 
Möbius 反 转 定理 实 对 应 于 
1 
ЕС = орбо, 
又 可 知 
‹з› 
更 有 


(4) 
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+ 43 





取 (1) 式 之 对 数 且 微分 之 , 则 得 


因为 





此 二 式 重 新 建立 了 logn t ACn) 之 Möbius 变换 关系 . 
logge) =— Dlog(1— >) 





х 
рс = Ў) окт, 
“= = 
由 于 
S AG)1ogn _ (CG) y, 
и = (у) 
及 
S 1 п DY 
È igawa) (E). 
由 
ga ато. (Kay 
ә ds (2 
而 得 出 
Уно $ 号 一 Хлеа(т)+ Am logn. 
ра § 8 中 之 结果 也 可 叙述 为 : Lj 
уу xO) 
10) = > же, 
则 





Е = 414953. 


解析 数论 之 研究 乃 从 FO) 之 解析 性 质 人 手 ,因而 研究 出 数论 函数 f(n) 之 性 


(5) 


(6) 


(7) 


9) 


ш. 数论 导 引 


ж. 
习题 1. 讨论 (1) 一 (9) 成 立 之 范围 . 
习题 2. 建立 : 

ро _ 
go — 


Ке Á y; LW, G> D. 





аст) 
m” 





G> D. 


в у, G>. 


tG)tG—a) = Pia s> max(le 十 1)， 
оаа Баю Ул едан), 
@-—а—- т 
s> тах(1,а+1,6+1,а +641). 








$ 15. Lambert 级 数 


定义 
Fe) = Ул» т^ а) 


WA Lambert 级 数 ,F(z) 称 为 /(n) 之 演 成 函数 . 
把 (1) 展开 成 等 级 数 , 则 


Fe) = Df De 
= Dewr, 





此 处 
к = })/(4). 
T 


故 车 gCn) 是 f(n) Z Möbius 变换 , 则 以 g(n) 为 系数 之 每 级 数 可 以 变 为 /Cn) 
的 Lambert 演 成 函数 . 
$I gO) = ACn) WA 


а 


XE gD = n, 则 由 
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Е 





可 知 








(2) 


(3) 


(4 
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$1. 剩余 系 之 表示 法 


设 几 是 一 正 整数 ,由 前 已 知 依 模 т 可 将 整数 分 为 m 个 剩余 类 ， 
ААА 
(其 中 A, 包括 所 有 的 = s(mod т) 之 整数 ). 此 诸 剩余 类 之 间 可 以 定义 加 法 ， 
ш 
+ 若 * 十 :一 my 
5 十 t 一 m #з+:2>т. 
HT BUR“ В” 之 性 质 . 在 群 论 中 有 所 谓 表示 论 (repzesentation theory) 者 , 乃 将 一 
较 抽象 之 对 象 表 成 具体 的 事物 ,此 种 方法 极为 有 用 (如 量子 力学 ). 在 本 节 中 将 讨论 
剩余 类 之 加 法 群 之 表示 法 . 
对 应 于 较 抽象 之 概念 类 A., 吾 人 有 一 复数 总 ,使 其 间 保持 有 相似 之 关系 ; 即 如 
А. + А, = Ak, а› 


A, +A, = A., Í 


则 
EE = ê. (2) 
在 吾 人 眼前 即 有 一 表示 法 : 
а=". 
此 表示 法 之 优点 在 于 :(i) 同一 类 之 数 对 应 于 一 数 , 即 车 = v+ im , 则 


нон ے‎ cl 





Gi) # u + o = w(mod m) , BJ 
е. = &. 
经 此 种 方法 表示 后 ,类 之 加 法 之 抽象 概念 一 变 而 为 具体 的 复数 之 乘法 侨 . 因此 
可 以 体会 出 同 余 式 方面 之 结果 有 可 能 从 三 角 和 之 结果 得 出 . 此 即 三 角 和 之 研究 在 
数论 中 占 重要 地 位 之 由 来 . 
f а 为 任 一 整数 , 则 





& = 
也 有 (i) RGD ZHER. 所 以 共有 m 个 不 同 之 表示 法 . 
今 往 证 明 舍 此 而 外 并 无 其 他 :车 p 是 任 一 复数 有 以 上 之 性 质 者 , 则 由 ти = 


第 七 章 。 三 角 和 及 特征 


бш. 





O(mod т) ,可 知 
т=п 
但 
=, 
ЖЖ РОМ = l Нл. 39 12 т KR. Ш 
m = e=, 
则 
* = ا‎ = ==. 


Жо = 0,WJ g, = 0, 即 恒 等 于 零 之 表示 法 ,不 在 讨论 之 列 . 
ERI 依 普 整除 ”与 否 , 可 知 





即 

Pama -1 或 0. 
证 :车 m | n WEEER. Enta 则 
-jf = 








由 此 定理 可 知 , 同 余 式 
ал" z.) = N(modm), 0<х,<т—1 
之 解答 数 可 以 表 成 
= 
i 15) Б ЭРЭ uo ma, 


а шмш 


经 此 法 表达 后 ， 同 余 式 之 问题 获得 了 解析 形式 


对 整数 系统 则 有 次 之 结果 : 
定理 2 Kn hO 与 否 , 可 知 
[az = 1 mo, 
由 此 可 以 推出 ,方程 
rz) 一 Na 和 rs 和 和 
之 整数 解答 之 组 数 等 于 
кх. “= 





例 1. Fermat PEHE : М k > 3 н, 


Гое" у (e 





ма. 数论 导 引 





例 2. Гольдбах 问题 在 证 明 
Í (De y eda > 0. 
= 


此 二 例子 实质 上 并 未 给 与 我 们 对 此 二 问题 之 解答 以 任何 帮助 . 
习题 1. 设 (n,m) = 1, 


У Укол", 


Уло ех. ИУ, 











则 
151< VX Үт. 
32. 特 征 函 数 
在 人 已 知 一 缩 系 对 乘法 也 自封 . 即 命 
А.А, 
表 模 m 之 剩余 类 之 适合 于 
者 . 则 


亦 为 其 中 之 一 员 . 今 问 其 是 否 亦 有 表示 法 ? 

定义 ”对 模 m 之 一 特征 X(n) 是 一 仅 当 (n,m) = 1 时 方 有 定义 的 函数 , 且 XCn) 
жат. 

ха) #0, 

2) # a = b(mod т) , WÍ (a) = ХФ, 

3)X(ab) = X(a)X(b). 

有 时 为 方便 计 ,也 加 上 : 若 (n,m) > 1, 则 

Xn) = 0. 
例 .X(n) = 1 显然 是 一 特征 ,此 名 为 主 特征 ,以 Xo RZ. 
由 定义 可 推 得 X(1) = 1. 


二 特征 之 积 显然 为 一 特征 ,X(n) 也 是 一 特征 . 
ЖШ т = 为 一 素数 时 为 例 : 取 к УЖ p 之 一 原 根 , 则 函数 


Ж) ==» 


即 为 一 种 表示 法 , 盖 其 具有 次 之 性 质 ， 
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жа) = 150; 
2) # п = п’ (mod р), 
indn = indn’(mod p— 1), 


Xm) = Х.п)» 


Рета 


3%. (пп?) 





паана 





= Х.Х, (n). 
更 具体 些 , 当 ARUN M a = 102—100 
хо) = = = (Z). 
是 以 二 次 剩余 之 Legendre 符号 即 为 特征 之 一 . 由 上 可 知 关于 模 p 共有 一 1 个 特 
ЧЕ. 不 难 证 明 也 仅 有 p — 1 个 不 同 的 特征 . 
将 此 论据 推广 到 一 般 之 情况 : 
Dm = pip RRK. 
由 定理 3, 9. 1, 对 模 p' 有 原 根 存在 , 因 之 若 p 十 n, 也 可 以 定义 indn, 即 
n= z“ (mod p). 
如 此 可 以 获得 ФСР) 个 特征 : 
X.) = gir, а фро). 
BAH UOD = 1. 又 有 一 特征 
жт) 一 en 
HKLM: n 1(mod p') , BJ 
XD #1. 
2) m= 2. 
2.1)! = 1, 仅 有 一 主 特征 . 
2.2) ! 二 2, 会 主 特征 外 ,还 有 一 特征 
ха) =1, X63) =—1. 
”2.3) 1> 2. 由 定理 3.9.3, 当 为 一 奇 素数 时 ,在 人 有 一 整数 使 
10197058 (mod 2), b>0. 








晋 人 定义 

Х.п) = (— E me, 
这 里 a 有 二 不 同 值 ,mod 2,c 有 2° 个 不 同 值 mod 2? , 故 也 给 出 了 9(2) = 2' ' 4° 
特征 .而 


1. 


数论 导 引 





аб) = (o Dioner 
有 次 之 性 质 : 若 
Жаб) = 1, 
Я] n = 1(mod 2') 3 n =— 5” ° (mod 27). 4 n =— 5° ° (mod 2') 时 ， 
Жаб) =—1 #1. 
HZ п Z 1(mod 2) , Јар — х f 
X...) #1. 
3) 一 般 情 况 : 命 
т = php. 020, 
是 m 的 标准 分 解 式 . 
对 模 р; 之 一 特征 命 为 
xD, 
MJ 


хо = ПЕ 
为 模 т 之 一 特征 . 由 此 可 得 фот) 个 以 m 为 模 之 特征 . 
反之 ,着 特征 XCn) 之 模 为 
二 hk 
此 处 MWER. 则 存在 以 (i = 1,…,v) BEZ FREE Xn) 使 
Xm = X, (X, (n). 
KAEM, REH o = 2 之 情形 即 可 . 
由 孙子 定理 ,对 任 一 n, 看 人 可 定 出 nn Ë n: 使 
m = n(mod kı), m = 1(mod kı), 
п; = 1(mod №), m = n(mod k), 





定义 
Xm) = Хот), Xr) = Xm), 


а› 


不 难 证 明 X (л) 是 一 以 为 模 之 特征 ,Xs (n) 是 一 以 k, 为 模 之 特征 . Н n ,ms 之 定 


义 ,可 知 
түп, = n(mod kı), mn = n(mod k), 
故 
mm = n(mod №). 
由 是 即 得 


Xm = X(mn|) = Xm Xm) = Xı (n)Xz (п). 
定理 1 所 造 出 的 plm) 个 特征 各 不 相同 . 
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证 :着 





Hx m= Ше (n). 
由 于 XW ОГ (л) 也 是 对 模 py 之 一 特征 , 故 仅 需 证 明 : 若 


По 


是 主 特征 , 则 X” OD 乃 对 模 py 之 主 特征 . 

取 
(mod p$), 1<v<s-1, 
(mod p+), 





则 得 出 对 所 有 的 а(р, Ка) 常 有 
xa =l, 
即 X” 是 一 主 特征 ,mod ру. 故 得 出 定理 . 
定理 2 бп 1(mod m), 则 在 此 pim) 个 特征 中 可 以 选 得 一 X(n) 使 
хот) #1. 
证 :由 假定 必 有 一 素数 p. 使 ”天 1(mod ру). 由 前 已 知 有 一 
O) #1. 
Эро, ВХ” Сп) 为 主 特征 , 则 
хо) = TI" w 
MAM. 
定理 3 


gm, #x= x. 
xm) = 
> { 0, жх, 
此 和 号 过 一 完全 剩余 系 ,mod т. 


证 : 当 X = № 时 此 定理 显然 正确 . 
当 X > № 时 , 必 有 一 整数 a 使 (awm) = 1 B X(a) # 1. h 
х) Ухо) = Ухат = Ухо, 


m 
XW — 1) УХО) = o, 
故 得 定理 . 
定理 4 命 c 表 所 有 的 特征 之 总 数 , 则 
с, п = 1(mod т), 
>e = 5, n 1(mod m), 


т» 数论 导 引 
此 和 号 过 所 有 的 特征 
证 :因为 wx" = 1(mod m), 故 
(n) = 1, 





故 特征 之 数 有 限 , 可 以 表 之 . 
# n = 1(mod m) ,定理 显然 正确 ,不 必 证 明 . 若 ” Z 1(mod m) ,由 定理 2 有 一 
特征 X(a) 使 


X(N #1. 
由 
Хо Ухо = УХ ооо = Уход, 
к т т т 
XW — DPX = o. 
即 得 定理 ， š 
定理 5 特征 总 数 等 于 pm). 
换 育 之 ,上 述 之 方法 已 将 模 m 之 所 有 特征 尽数 列 出 ,一 个 不 少 。 
证 :由 定理 3 及 4 可 知 
У Ухо = с. 
Ухо = т 
加 У Ex) = фт). 
定义 D 式 称 为 一 特征 之 标准 分 解 式 . 
ина, EAR 
Жо = (— 1), 0,20) = e (之 意义 见 定理 3. 9. 3)， 
Хор) = енин, 
fm = 





П> 为 m 之 标准 分 解 式 , 则 任 一 特征 X(n) ,mod m, 有 次 之 分 解 式 : 
Пас», Жжа= 0.1, 

Хо) = Gos Шавен. ka=, 

оз РАЯ Пась, Жа>з, 


(в = 0.1, 05 27°, о <). 
习题 1. 若 X > Xo НЕЕ и FU vv > u) A 


I5 (m) 
Ухо |< FP. 


习题 2. 若 (l,m) = 1, 则 
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о - јин 当 п= (тойт), 
т ХФ о, 当 m (той т). 


$3. 特征 之 分 类 


EX Xn) 名 为 非 原 (improper) 特征 ,mod т, ШЖ т 之 因子 M,M 天 mm, 具 

有 次 之 性 质 : 当 
п=п'(шоё М), (mm)=1, (n,m) 一 1 
时 ， 
Хо) = Хот). 

无 此 性 质 之 特征 谓 之 原 (primitive) 特征 . 

例 1. 凡 主 特征 一 定 是 非 原 特征 ,因为 M = 1 即 适 合 定义 之 要 求 . 

例 2. 若 m = 户 为 素数 , 则 凡 非 主 特征 皆 为 原 特征 . 

例 3. 若 m = ра 1) 为 奇 察 数 之 乘 方 , 则 特征 

Lln) = er 

为 非 原 特征 之 必要 且 充 分 之 条 件 为 | а. 故 一 非 原 特征 ,mod 如 ,引出 一 特征 ， 
mod р". 

例 4. 若 mm 一 24. 

L= 1 时 仅 有 主 特征 .! = 2 时 , 非 主 特征 

ла) =1, X3) = 一 1 








是 原 特征 . 
当 ! 三 3 时 , 若 
Xau (n) = (— 1) ele aer 
是 非 原 特征 , 则 
X... O) = Xala +2) 
〈 且 反之 亦 真 ). BD 
(сне? С ga 
一 
即 
с®—Ь)=0 (той 27), 
HA b' 之 定义 是 


ПЕС?" (mod 20). 


шш. 数论 导 引 





+ n2" (mod 2) 
(1 + 2*^) (mod 2) 
= n5” (mod 2), 





故 
b =b+2* (mod 2"). 
Врх. (л) 是 原 特征 之 必要 且 充 分 条 件 为 2+c. 
具体 例子 :! 二 3 时 





X..(n) = С) 

Жр л = 1,3,5,7 Btb = 0,1,1,0.с = LBH, 
ка =1, X13) =— C 1, 

ха) =—1, KaD =D) 


是 原 特征 , TAM Жыз бт) = (2) na = (ZÊ). Me = 0,a 一 1 时 ， 





XD =1, 00) =—1, 
1 





X5) =1, ха) = 
是 一 非 原 特征 , 即 X. Cn) 一 ( 子 ). 
在 $2 之 表示 法 中 ,有 


x» = IIx™ o). 


BX o) 中 有 一 为 非 原 特征 , 则 Хол) 亦 为 非 原 特征 .反之 ,着 x(n) 是 非 原 特征 , 则 
W X” OD 中 至 少 有 一 个 是 非 原 特征 . 

再 研究 在 何 种 情况 时 有 实 值 的 原 特征 :如 一 特征 是 实 特征 , 则 其 每 一 因子 特征 
也 是 实 的 . 当 p 是 奇 素数 时 ， 


тр) = ee 


中 之 c, 必须 为 
Зо 
之 倍数 , 若 该 特征 又 是 原 特征 , 则 由 例 3,1 必须 等 于 1. 
设 
Сеть = ёк" 
为 一 实 特征 , 则 必 


зага. 
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ЗЕЕ ОКНЕ НЙ 4, 248 < 3. ЗЕЛЕН ЭЖЕ. = 1 时 ， 
亦 不 能 有 原 特征 , 因 若 т = 2m’ ,2 фт’, 

n= п (mod т), (mm)=1, (n,m) =1 
得 出 


n= n’ (mod m), 


即 得 X(n) = Сте), Сп) 非 原 特征 . 切实 言 之 ,能 有 实 的 原 特征 的 情况 是 
т = pi pepa» 


HR p 乃 不 同 之 奇 素数 ,a = 0,2,3. LEARE RYA c = ер). 


«о, = e= = (1). 
ЖЖ a = 0, 其 实 原 特征 即 为 Jacobi 符号 
(2). am =1. 
车 a = 2, 则 实 原 特征 就 是 
DT (514), и = 1. 
H a = 3, 则 有 两 种 实 原 特征 : 


CD (Bg), т =1, 


= ر‎ (я). о" (T) ит = 1. 


ба Е 和 


Sas) = Уе". 
1 


定理 1 车 (m ,ms) = 1, 并 把 X 分 解 为 
Хп) = X: (m): (n), 
此 处 Xı (п) 是 mod mı ,X: (n) 是 mod m, 之 特征 . 则 


5(а,Х) = Xm )X: (m )Sla,Xı)Sla sX). 
证 : 命 n = min; + тат. W| п, ,n 各 过 mod mı mod m 之 完全 剩余 系 时 ,n 
也 过 mod тт, 之 完全 剩余 系 . 故 
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хоз 
S(a,X) = Х.т.) (m) У) У) (n Xs (na yes 


= X.(ma)X:(m)SCa,X,)SCa,X:). 
故 对 模 т 特征 和 之 研究 一 变 而 为 对 以 素数 乘 方 为 模 之 特征 和 之 研究 . 
定理 2 фп = р. pla RX 是 原 特 征 ,或 若 рї а ËR X 是非 原 特征 (但 若 
1= 1, 则 X = % 之 情况 应 除外 ), 则 
5(а,0) = 0. 
证 : 换 变数 , 命 
п=та+р!у), 
иар, руг R 1< y< рп той p 之 缩 系 ;反之 亦 真 , 故 得 


Sar) = DX De УХА + pri yeme, 
车 X(n) 非 原 特征 , 则 Ха ру) = 1, 故 得 


#pta, 
Sa) =4 уз ñ 
PELDE p | a. 


车 XCm) ЖЕ DAI u EA + p''u) Z lsi р | a, 则 由 于 


, В 
XO +p) Уха + py) = DLA + p(y +) 
я = 


= уха + у). 
即 得 
Dra+p y) = o, 


也 即 S(a,X) = 0. 

此 结果 可 以 推广 成 为 更 普遍 的 形式 : 

定理 3 #(т,а)=1,т= рї серу = XiX ЙИР атой р}, АЖЕ x, Ж 
一 个 非 原 特征 (但 上 = 1,X, = Xo 除外 ) 或 (mva) > 1, 而 X(n) 是 原 特征 , 则 SCa,X) 
=o. 

命 

тоо = 54.0). 

Elam) = 1, 则 
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ADSD = PD X(ane™"" = 501,0). 


定理 4 @ i 
Сор = > e=”, 
此 处 a 过 模 9 之 一 缩 系 , 则 
DC, m) 对 g 是 积 性 函数 , 即 若 (9 ,q:) = 1, 则 








C, mC, m = С, (Ds 
2) 
рр. # pln, 
Cym =+—рР\, # pin pln, 
0. Жж pirm 
3) C,(D = pq). 
证 ;1) 之 证 明 可 由 代 换 a = фа, + ага, ,并 用 前 已 熟知 之 方法 得 之 . 
由 
Су) = Зе d ет" 
可 得 2) 之 证 明 . 


3)Jy1) R 2) 之 推理 . 
定理 5 #X(n) 是 原 特征 , 则 
1.00 И = т. 
证 : 今 先 讨论 m = p 之 情况 . BR 
|500 | = соого) 
= Drone уус,” 


с sapay U 
Уже" Ухо!" 





= = 
р Са DMAE ЕЛАНА 0. ЯВНО Р! | (q — 1) 之 情 
Я,Ма=т+р 'и,0 Su < р—1 ЖН. И Я, 


m Pra + р шр"! 


10 р = 





= рр ix +P), 
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但 因为 XOD 是 原 特征 , 故 必 有 一 v 存 在 ,使 X(1 十 pv) #0,1. Bk X(1 + pu) Z 
0,1. 由 


» 


Хари) = DIO + ри), 





ха +p Уха +p = 
即 得 





ха + p'u) = 0. 
故 定理 对 于 m = p 之 情况 已 经 证 明 . 对 于 一 般 的 情况 ,由 定理 1 立 可 得 出 . 
-RaZ 
DO =еут, lel=1. 
但 如 何 定 出 。 实 非 易 事 . 
下 节 中 将 就 x 是 实 原 特征 之 情况 定 出 。. 


关于 实 原 特征 , 吾 人 所 知 可 略 多 : 

定理 6 FX 是 实 原 特 征 , 则 对 奇数 m 有 

Ут, # т=1(той4), 
+:Ут, № m= 3(mod 4). 
证 :如 定理 5 之 证 明 : 若 m= р, М 


n z: 
(rO) = У) ее = X(— Dp. 


БУ -{ 


ея 
Хр) = 





故 得 定理 . 
$ 5. Gauss 和 


三 角 和 
Sin = Dem, (ут) =1 
MERZ Gauss W. 上 式 之 和 号 中 工 过 任 一 完全 剩余 系 ,mod т, W ñ. 
定理 1 若 (m,m') = 1, 则 


5(л,тт') = S(nm”,m)S(nm ,m'). 


证 : 命 z= my + m'z , W| 


Stim" = De 
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故 得 定理 . 


故 Gauss 和 之 计算 只 要 对 m= р 是 素数 乘 方 之 情况 计算 之 即 可 
定理 2 ё 


则 当 ! > 28 Bf 
Snp’) = pS(n, p°). 
证 : 命 
х= у+р*%, 
WAFU- >l, 


Ce 
Snp = У ено" 








当 户 之 2 时 ,此 即 所 求 . 


و 





MORNIN. 
由 此 定理 可 知 Gauss 和 之 计算 重点 落 在 计算 
S(n,2), 50,4), S(n,8) 


S(n,p)， 户 是 奇 素数 . 
定理 3 若 2+m, 则 


501,2) = o, 
50,40) = 21+). 
S(n,8) = 4et". 


证 :显然 有 


+ 160 + 


数论 导 引 





SnD) =1+e =1— 





0, 
pe Fu 


еее 
一 1+P 二 1+P 一 2G1 十 PP)， 


501,4 





501,8) = 2(1 Het + efe + e") 
= 4e, 
定理 4 若 p 是 奇 素数 , 则 


Smp) = (Z )8(1,р) = (Ф). 


л 
р 





此 即 定理 之 结论 . 
定理 5 


№. # p= (mod 4), 
up. #р=3(той4). 
证 :由 上 定理 及 定理 4.6, 有 


S01,p) 


E # р = 1(тод 4), 
sap = 
Ур, р = ЗСтой 4), 
合 为 一 式 ,为 

4a +a- DSa, p =+ Vp. 
如 能 证 明 


я{фа+гәа-әва,в›}>—ур, 
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则 定理 已 明 ,此 处 Rr Rr 之 实数 部 分 . 





易 见 
S(1,p)—1= уе = у) may 
fen 
=. (CD 
f fz) 为 任 一 函数 , 则 
фео фо» 


B/D+ 5 ($ -z)= УЕ] 
此 式 显然 真实 ,因为 左边 第 一 项 乃 右边 z 等 于 偶数 的 各 项 之 和 ,而 第 二 项 乃 右边 т 
等 于 奇数 的 各 项 之 和 . 


Mf = ee EEK (f = x)= ге”. щш а) 可 知 


tatanan- = Хе = W +2, о) 


т = y), 2= у) m”, (3) 
Еа а 





由 (2) 式 ， 
за+юа ë sap- taina -0 = (1 一 D(W 十 2). 


из я(фа+а—ә}=1фо,й 


na +i DSC, |> MCA — DW +2) >н а-о} 42121. 


w 
HFM O z< ТВ] созг + sinz 二 1, 故 得 
жару) = D (cos E + sin E )> VF] > } VF. (ву 
EAN Р 2 
另 一 方面 ,在 Z 中 , 书 
w= cosee EZ, q= [VF], 
м 
Co, = e, = 2, (6) 


故 由 (3) 及 (6) 可 见 


+16. 
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= 
22 = Уу (v, фиш, 
2121 = | Уос, — wa) + up tp — шушы 
< У) (ш, wmn) +u, + ш = we 
< 
e 
< SIP КӢ 


《由 于 w, 之 递减 性 ). 由 (4),(5),(7) 可 知 


я(за +#а-юза,в»}> G 2) >. 
故 得 定理 . 
总 结 之 ,可 得 以 下 之 结果 : 
定理 6 若 m 是 奇数, 则 


|@ # m = 1(mod 4), 


(Z), Æ m = 3(mod 4. 
证 :于 т 之 不 同 素 因子 之 个 数 上 行 归纳 法 . 当 m = p 时 由 定理 2 及 4 可知 


pf, #211, 
Snp = 
(np) asan 5 (G vgs,p) 


PA #21, р=1(тод4), 


(2). #24 p= зао. 


5(л,т) = 


又 由 定理 1 及 归纳 法 之 假定 可 知 
S(n,mm') = S(mm' ,m)S(mm ,m') 


= (EY sue" ме 
> дут уже 


= (а) DHCP" ш” 
тт 


= (2 ) ari FY 
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JET Ж mm’ = 1(mod 4), 


Иса) ит’, Æ mm’ = 3(mod 4). 


СЛЕТ НЕ.) 
定理 7 


0, #1=1, 
50,2 ар 车 1 是 偶数 ， 
27, 若 ! 是 大 于 1 的 奇数 . 
证 :由 定理 3, 此 结果 对 /二 1,2,3 已 真实 . 对 ! 二 3, 则 由 定理 2 及 3 立 得 证 明 ， 
定理 8 PLn) 是 实 原 特征 ,mod m, M 
Pe жх) =1, 
т) = 
ут, # xC D =—1. 
证 :由 3 已 知 mm 可 书 为 
m = 2*m', 
此 处 a = 0,2,3,т’ EAR HE ñ R B Ж; Н. 
D # a = 0, 则 
Хю = (Z) Cam =l 
2) # a = 2, 则 
Хо) = СЮ (2), ит = 1 
3) # a = 3,W 
xn = сон (Bjo pT (T), mm) = 1. 





Mat [7] (j ) 是 Jacobi 符号 今 就 此 三 种 情况 分 别 讨论 之 . 
Da = 0. т = pi*…p, 之 察 因子 之 个 数 上 行 归纳 法 . 当 * = 1 时 ,由 定理 5.4 
及 5.5 知 本 定理 真实 . 当 * > 1 时 , 命 加 一 prm, 则 由 定理 4.1 可 知 
FO) = Xm Xa Cpr) Xr Xe) 
此 处 X ,Xs АМ р т’ ЖЖ, EXOD = Xi (n)X: (n). FJ h EE 3. 6. 4 及 归纳 法 


之 假设 得 
rl rh 
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Ня 


(mod 4) ЖХ(—1) = 1, 
(mod 4) 或 X( 一 1) =—1. 
2)a = 2, т = 2'т'.Фт 二 1, 则 X(1) = 1,X(3) = 一 1. 于 是 








тою = Уу = ee = 
жт > 1, 则 由 定理 4.1 及 1) 
Ут’ = i Ут, т’ 三 1(mod 4) 或 X( 一 1) 


i Vm" = Ут, т! = 3(mod 4) R X(— 1) = 1. 
За = 3,0 m = 2m’. М m =1 时 ,有 








= = cot (had К 












Я ê мыл 十 sn = VE, ¥ ХОТ 
тоо = Dome = ]° b ую 
> ена ена ea она سے‎ i JEE (= D =—1. 





M m > 189,900) = c bie (2) 
Мт = Ум, 

i Vm = iym, 
着 Xn = о (л, м 


«шю = "人 地) 








тю = (Di "(8 68 
Vm =i Vm, #m' = 1(mod 4) 3 ХС 1) 
{ Ут’ = Ут, Ëm = 3(mod 4) ХС 1) = 1. 
合 1),2),3) 即 得 定理 . 





$ 6. 特征 和 与 三 角 和 


由 上 节 已 知 Gauss 和 与 特征 和 之 关系 . 今 更 进一步 建立 某 些 三 角 和 与 特征 和 
之 关系 . 

定理 1 设 p 为 一 案 数 ,d | p 一 1. 一 整数 为 4 次 非 剩余 ,mod p, 之 必要 且 充 
分 条 件 为 
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不 然 , 则 此 式 等 于 1. 
证 ,由 定理 3. 8.1,z 是 d 次 剩余 与 否 视 d | indz 或 4+indz 而 定 .用 三 角 和 ,此 
即 表示 
1 六 заа 1 若是 d 次 剩余 ,mod р, 
15 Е Ë # z Жа 次 非 剩余 ,mod р. 
定理 2 命 p 为 一 素数 ,p+a,(p 一 1,k) = а, 


Уе „= ва. 
此 处 
xG) = ёе 


ЗЕ: Я z' = u(mod р) 或 无 根 ,或 有 d = (p— 1,8) 个 根 , 故 由 定理 1 得 








у инн» 

ze 
1+0 ето 
一 1+ Se Уот 
= Улва, y 


я 
由 定理 4.3 及 4.5 已 知 Sta.) |< Ур. 
定理 3 а= (k,p 一 1), 则 





$ 7. 由 完整 和 到 不 完整 和 


定理 1 g(x) 表 一 周期 为 g 的 函数 , 且 
1. 0<r<m, 
вао =, 
则 g(z) 可 表 为 


m+ 


gla) = 
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证 :显然 


Say rei 
во ўе Уен 


m А, 
ЕР 


жш: 命 “为 实数 及 








则 
1515 (04515), 
ЮА < a >= тіпба — [а] [а] + 1 — a). 
证 ,显然 有 不 等 式 
151<4-4. 
Жат (al, Q = 94 9. 


1s1= |Йе=| 





(мо<е< } tsin > 26, 所 以 有 | зла |> 2060). 
定理 3 若 2+9, 则 
ч а 
De — = S e |< (log. 


证 :显然 可 以 假定 m < 4. 由 定理 1 可 知 
u 
estn = Dye ngl) 

















由 Gauss 和 之 公式 可 知 
е |$ esto |же, 


四 “此 处 之 万 表示 同 余 式 
2x m 1mo 9) 
AMATER. 
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故 得 








te 
= q У) (= log(2n— 1) + log(2n + 1)) 


= qlogq. 


定理 4(Pólya) fy 为 一 奇 素数 ,1 < m < p,X 非 主 特征 ,mod p, W 


| Уже |< Мов. 
证 :由 定理 1 可 知 
= = 
Ухо) = Ухедвер 
то DI е 
РЯ РЯ 1.187: 





由 定理 2.3, 定 理 人 5 及 定理 2 可 知 
le 


|| > = | tener 








<+) 一 < /Р\овр. 
2( 一 》 


此 定理 有 以 下 之 应 用 : 
EES 命 汪 为 奇 素数 ,d | Cp 一 1), 则 对 模 户 必 有 一 小 于 YPlogp 之 d ЗЕМ 


R 
证 : 命 R 表 不 大 于 mm 之 d 次 剩余 数 , 则 
م‎ = ў они 15 has 


m1 Р 
一 РЫШ ， 
ж 可 知 


ЖУ 


HEA XO) = "==. 
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O 





R< Z +E рор. 


т = ур log рї}, 
R < + ы = m. 


故 有 小 于 VP log p 的 d 次 非 剩余 存在 . 

特别 必 有 二 次 非 剩余 一 VP log p. 求 最 小 之 方 次 3 使 最 小 二 次 非 剩余 = Ор’) 
是 一 有 名 难题 . Bnnorpanos 之 结果 为 

定理 6 若 p 充 分 大 ， 则 关于 模 p 之 最 小 二 次 非 剩余 < 
Рё (logp)* (= Ор у). 

证 : 命 

T= [pw(logp)’], m = /p(logp)’. 

设 1,2,……,T 皆 为 二 次 剩余 . 因 每 一 二 次 非 剩余 必 有 一 案 因 子 亦 为 二 次 非 剩 余 , 故 
每 一 不 大 于 m 之 二 次 非 剩余 必 有 一 察 因子 4, 使 了 一 4 志 m. 故 如 命 N 表 不 大 于 m 
之 二 次 非 剩余 数 , 则 有 


由 定理 5.9, 2， 
logm 8 
N < mlog 197 +0 (ит) 


1 二 4loglogp 


1 k m 

= m|} + og — 9 0ا‎ m. 

"|2 aa +О(шт) 
8 


= "(+ 4-е) o( 2). 











z m 
由 (1) 可 知 N = 2 + OCVPlogp) = + О(то») Вв 





2+o[ s) < (р S= aeoe) o(p). 


即 
loglogp = 00), 
当 充分 大 时 ,此 为 不 可 能 . 故 定理 得 证 . 
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А 
$ 8. 特征 和 》) (Zt) 之 应 用 举例 
= 
定理 1 共有 
1 =1 
т*—+-(—)) 
TK atk a Ka 十 1 皆 为 二 次 剩余 ,mod р. 
在 证 明 此 定理 之 前 , 先 得 算出 一 和 之 值 . 
定理 2 i p> 2,a" — 45 0(mod р), 
Dp مخ‎ 
ЖЕҢ p | 2' 十 ar 十 b 之 项 , 则 该 项 以 0 RZ. 
证 :可 假定 a = 0, 若 不 然则 以 y = z+ Ta 代 之 . 
今 设 a = 0,p+6. 由 Euler 判别 定理 ， 
= За + (mod р). 
Я я 
ft z ЯР. 0 < c< p— 1, W 











r= کو جا م‎ шо (mod р). 
以 此 代入 (1) 式 , 即 得 
, А 
> =) Ж = ўз 
=—1 (mod p). 
显然 
үлү +b 
Pi > <» 
к 
Е 1 
(> )- 8 
又 因为 





(mod 2), 


а› 
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= 


定理 1 之 证 明 具有 定 再 中 之 性 质 之 a 之 个 数 到 以 表 为 


190+ (£+) 


а) 
-1е-#-(59-()-!) 
99-660) 
EŠ- 
由 定理 1 立 得 : 
定理 3 若 户 > 7, 则 必 有 二 连续 之 数 缘 为 二 次 剩余 . 
同 法 可 证 : 


定理 4 И (02 (1) а Ша Ka +1 NKR. ие 
РУНА КАРМА. 

定理 5 HALO- DANa akati ЖИВ НА АЕНА. 

maari (2) (2) 一 1 立 得 定理 

附 记 : 着 问 及 连续 三 数 同 为 二 次 简 余 , 则 必须 研究 特征 和 
(ере), 


此 乃 一 超出 本 书 范围 之 问题. 但 对 三 次 多 项 式 之 特征 和 有 次 之 应 用 . 
定理 6(Topmxos) f p = KK = 1(mod 4), 则 
perty 
之 整数 解 之 一 可 以 表 成 为 工 一 亏 S("),y = r sen A(Z) = 1,(#)=-1, 
H 





SD = 5 (z =p). 


证 :由 于 1 
жо», fn _ 隐 
Sb = У (=). >} (== эче >) +ю) 


= 
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nA, IE ص‎ +5), 


ERI EERE RE 


(sw = $ (жш лы) Зее) seb. 


今 讨论 
kes f 


PTUS + (SC) = У) заду У) (Sw 


ана 
3 





= ўю» 
由 定理 2 可 知 上 式 之 内 和 


—2(®> 
-| 2020). =+ устой p), 
р-2, # z =+ y(mod р). 


(= е +b), 





Sasa: =20-00-2-2у) > (2) 
£ AL 
Eh 
аа 
= 2р(р—1)—2 (@)= 0-0. 


яя 
总 之 ,得 出 
CSC)? + (S(u))* = 4р. 


$9. 原 根 之 分 布 问题 


定理 1 ФРЛАА ptn п ЗЕ той р, 


(k) ا‎ = 
EOP > e 0. 





证 :由 于 


为 上 之 积 性 函数 ,及 p(k) 与 p(k) зап. 故 (1) 式 之 左边 等 于 


(+ Eo =), 


此 处 9 过 请 一 1 不 同 的 素 因子 . 


a) 
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若非 原 根 , 则 有 (indn,p 一 1) > 1, 即 有 一 户 一 1 之 素 因 于 g 整 除 indn. 而 对 这 
一 素数 


а 
1+ ФС) 






онл 





故 得 定理 . 
定理 2 fy p ИКИ. 1 < A < p. Хп) 非 主 特征 ,mod р, 
Ул < = Era (2) 
证 :已 知 
100 | 一 [жаре |= рі. 
ГҮҮ < 


= =- 
AMDO = ход DD Xe 
ГЫ 


= хол) у X(nh ен» 


Оен», 





D 式 左边 乘 以 rCX), 则 得 
“< Е" u 
тїт | > Zx |= i [5 Ухо | 








кт хое | 
ع‎ sin(A + Dxh/p)’ 
AFI (iaa ) | 8 
此 处 用 了 公式 
S Sa шыу» — [ЗАСА Dah/p)’ 
хх: ным), a 
此 式 不 难 直接 算出 - 


由 (3) 及 (4) 即 得 
+ 
alè 






sin(A 十 1)xh/ 户 下 
аар J 
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ин) 





=p—(A+D. 
ERI Mhp) 代表 绝对 值 最 小 的 原 根 ,mod р. W| 
1ACp) |<2°pi, 
此 处 m 乃 一 1 之 不 同 率 因子 之 个 数 . 
证 : 命 户 > 2. 由 定理 1, 可 知 
wor 


o= у) ED Ў Умен, 





90 а = = 
КАУ Жп = 0 的 一 项 . 此 式 之 右边 当 k = 1 之 一 项 等 于 
ще а win 


Di- > 2a =| RC) |! —| Cp) |. 
对 于 上 天 1 之 各 项 用 定理 2 到 和 A | һр) | 一 1, 则 


| > Ухо |<! ою | А, 
р 


此 处 
ХО) ўе, 
故 得 
Аср) мо | > (1-1 Lh) |? Lai) y Lat wI 600 
“^^ 
=(! h(p)| ,)ام‎ 
р 
即 
ГАС) I< РТ cept, 
1+2"/pt 
由 定理 3 立刻 可 推 得 : 


定理 4 #p=l (mod 4), 则 原 根 
к\р) =| Ср) |< 27рі. 
证 : 今 须 证 明 | AC) | 是 一 原 根 . 假定 不 然 , 则 一 | h(p) | 为 一 原 根 .但 
ГАСр) |“ =1 (mod р), !<р—1. 
故 
ФАС)" = 1 (mod р). 
由 于 一 | h(p) | 是 原 根 ,可 知 22 = p 一 1. 故 


ам. 
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1A(p) | = 1 (mod p). 


即 | h(p) | 为 二 次 剩余 . 因 一 1 也 是 二 次 剩余 , 故 一 | h(p) | 也 是 二 次 剩余 . 此 与 


一 | h(p) | 是 原 根 的 假定 相 违 背 . 
定理 5 模 p 之 最 小 正 原 根 g(p) 适合 于 


gp < 27" 1. 
证 : 取 A = [(g(p) 一 1)/2], 则 


62700 =... 
ЕАН = 1 之 一 项 等 于 


У У) 1= У) (2a+D = (A+D5 


JE 51 ЖЖ,Ш Ж! 2 可 以 证 明 


а 1 + 
> D e= |< (A+ ڈو‎ В» 


=. 











故 如 定理 4 可 得 


A+ «(чом = (4+11), 


1 — _ 
94000) - 0 <A+1< ' 
aiia 1+27/pt 


в < 0 фур. 
1+2"/р® 


$ 10. 含 多 项 式 之 三 角 和 


本 节 之 主要 目的 在 证 明 : 
定理 1 命 f(z) 表 一 整 系数 多 项 式 
Убх) = az + “۰ + e + 
Plaag) = 1, 则 
Sqr fe) = Peron = Ос"), 


此 处 e 为 任 与 之 正 数 ,O 中 所 包含 之 常数 仅 与 4 Ke HX. 
因为 


Пень" |= 1, 
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故常 可 假定 fO = 0, 而 不 失 其 普遍 性 . ФАЛИТА. 
定理 2 Жаст) = 1, 则 
Siqiq fC) = S(q ‚/Сфх)/ф)5(‹› Оду х)/д\). 
证 : 命 x 二 qny 十 qrz, 当 y 及 z 各 过 以 gq: Rq 为 模 之 完全 剩余 系 时 ,z 过 以 qig; 
为 模 之 完全 剩余 系 . 显然 有 


fist — gy em 





故 
w 
509.76) = У) 





е а 
= D Jeanine нота 


== 
= 5(ф›/(фх)/ф)8(› Гах) 140). 
由 此 定理 可 知 主要 在 研究 9 = p 之 情况 . 
引 1 设 /(zx) 是 一 整 系数 多 项 式 ,mod р.а № 
f(z) =0 (mod p) 
£ m Ш. p | У + a) 9, @ g(x) = p `f (pz +a) W 
я(х)=0 (mod р) 

жй тШ. 

证 :并 不 失 其 普遍 性 ,可 以 假定 a = 0. 如 是 则 

fz) = rf С) ру), 
此 处 有 1(0) £ 0(mod p), fi ZKK < m. f, (z) Ë f, (z) 都 是 整 系数 多 项 式 .由 
是 得 
рк) = резе уурт) + рӯ. (pz). 

Юр"! АЖ =" 2 Жр", (0), u < m. XE р "f (pr) ЖҮК < m(mod р), 
故 得 本 引 理 . 

引 2 fl) = ar! + Бах СЕЛИ ph Са, заз) р | (han, 
et, 2ar sai). и Я 

f(x) = 0(mod р), 0<r<p 
之 一 根 . X ik p | CF + pz) — f(4) , 
1<e<k. 
UE o > ¢ + 1, HUE 


Ёле, 1<А<А 





O АПН P ia 表示 ze а Wp Aa. Mp [SUD 表示 加 整除 S(z) ZEAREN р. 
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即 对 任 一 Ah(1 < < b) ЖЖ 
“|”, 





由 此 得 出 
s| reo. 
因而 得 出 plap | aap а. KBE p r (a,, зал) HER. 
基本 引 理 Фраза) MJ 





| Stes f(z) |< CDP. 
证 :我 们 用 归纳 法 来 证 明 本 引 理 . 
今 先 证 明 1 = 1 之 情况 (Mordell). 显然 我 们 可 以 假定 少 > k. 
命 N 表示 同 余 方程 组 
а = у} + + У по р), 1 ооу р, А = leek (1) 


之 解答 数 , 简 书 》) 8]. es 为 er(7(z)), 则 由 定理 1. 1 可 得 
У | Eear ал) |” 


= DDD DD Leat + + او‎ = 














=) + Баба + 





etann) = РАМ. 
利用 对 称 函 数 中 习 知 的 定理 ,由 (1) 可 得 
(z— ау) ев ль) = (к уд у») (mod р). 





Bannon BJ ys 实 仅 有 次 序 之 差异 ,mod р. 所 以 
N< k!#. 
即 
УУ |De azt +++ aa) |“ < мр”. (2) 


对 于 任 一 A( 半 0Cmod p)) 及 任 一 六 ,显然 有 
| Ste, f(z) |=] S(p. Ох + a) f) |. 
所 有 这 种 形式 的 和 管 在 (2) 之 左边 出 现 . 今 将 系数 各 各 同 余 ,mod ,之 二 多 项 式 算 
为 全 同 ,mod p. 我 们 来 求 多 项 式 fOr + н) — fa) О 一 1 一 1 一 0 
p— 1) 中 互 不 相同 之 多 项 式 的 数目 ,不 失 其 普遍 性 ,我 们 可 以 假定 p+a. # Ол + 
由 一 fp) 与 f(z) 全 同 ,mod р, 
a = a, kad +a" = arı (mod р). 

由 定理 2.9. 1,4* = 1 (mod p) 之 根 数 至 多 为 上 ,对 于 固定 之 A, 即 唯一 的 决定 p. 故 
Em Ох + н) — fü) 之 多 项 式 至 多 有 卡 个 与 (x) Ф, той р. 也 就 是 说 ,至 少 
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有 рор—1)/* 个 互 不 相同 的 多 项 式 f Ох + н) 一 f(D , 故 得 
PGD | seo, уау I“ < р", 


| S fa |< GE) Èp < OR‘ р" i. 
HL > 1, р! | (а, "2а за). ХВ нр, 为 
f(z) =0 (mod р"), 0< r< p 
之 相 异 的 根 ,其 重 数 分 别 为 my，… ,m,. @ т, + +m, = m, ËB т< k— 1. +E 
明 





| SCP, fC) |< Ётах(1,т)р%)', 
由 假定 р Р Са, еар) ,pr | (йа,,,2а:,а,), 2 p' < k. 
12<2G6+1D.8 > 1:21. 
LSLS |< р рО. et < DEDE снр, 
故此 时 定理 成 立 . 
DS+. F 





В А 
50.76) = У) er (f(z) = У). 


s =‏ ا 
Жон 之 一 , 则 命‏ 
z=ytp z 0<у<р""!, O< z< р",‏ 
HI f” (y) Æ 0(mod р") 及 定理 1. 1, 即 得‏ 
s= У Са) = У У оо) fD‏ 


жш» жшше 
= У Оо» У; ey (zf (y)) = 0. (3) 
Cran оса! 


Жо = pu, 则 依 引 2 定义 a, 即 得 
S, = $ ее = Sedut 
= 
= асо DA Ср Са + ру) — Уш). 
Фа = pr fp + py) и. 由 引 2， 


IS, |= р! | Sp Е rge) |. 4) 
由 (3) 及 (4) 得 
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ISSA 1 DpH | scp rg) |. 
=. 则 由 归纳 法 之 假定 及 引 1, 由 上 式 即 得 
| SCF) I< Emp (TD pep? i) < тр, 


2 L> max(a， 





# 1< max(ai "o, Ds L< k, 
| SG РС) |< Уре рее Ари) 


基本 定理 证 毕 . 
定理 1 之 证 明 Ир рр," ор, 是 相 异 的 素数 . 由 定理 2, 


_ Tol. Lp 
sas = JS 人 е, 


由 基本 引 理 ， 
1869.700) I< ба". 
由 定理 6. 5. 2( 我 们 可 设 C, > 1) 
Ci = QI < Со. 
定理 得 证 . 


ENE 与 椭圆 模 函 数 有 关 的 几 个 数论 问题 


§1.3 引 言 

在 精 贺 模 本 数论 中 常 论 及 以 下 的 四 个 重要 函数 ， 
Ф = Ha - >, 

т = Date, 

Ф = Ца+е ), 


Ф = Па-е о. 
此 处 为 尊重 椭圆 模 函数 论 中 之 习惯 ,以 g 表 变数 ,可 能 是 实数 也 可 能 是 复数 ,| q | 一 
1. 此 时 这 四 个 无 穷 乘积 显然 收敛 . 

本 章 之 目的 并 不 深入 讨论 椭圆 模 击 数 之 性 质 ,其 且 并 无 本 加 模 函 数 之 定义 ,而 
仅 围绕 数论 上 之 具体 问题 :整数 之 分 拆 问题 ,四 平方 和 问题 ,而 讨论 与 gg 9 ,qs 
ЖАНА ЩЕ. УЖИН, ИБН, ЛЖИ 
读者 都 能 易于 补足 2, 因此 ,在 本 节 中 略 去 所 有 关于 收 生性 之 讨论 . 

аа 之 间 有 次 之 简单 关系 . 

定理 1 01011. 

ggg = 1. 

证 :已 知 


че, =[[а—-«"*”). 

ЧЕ qı PR 2n 中 所 包 有 2 之 乘 方 之 次 数 重新 排列 ,得 
а= Па+9-)Па+е а фе), 

由 此 可 见 Е ӯ Е 


© Ж $8 中 还 用 到 了 高 等 垢 积分 中 关于 上 重 积分 的 计算 - 


+ 180 + 数论 导 引 





че = Па- a+ Пане T] a + gare 


Палана 


OES E 
定理 还 可 由 下 面 的 等 式 得 出 : 


qq: = Ha-ola+o = Па- = о. 


8$2. 整 数 分 拆 


命 n 是 一 正 整数 .把 分 成 若干 个 正 整数 之 和 之 一 法 名 为 n 之 一 种 分 拆 , 例如 ， 
=4+1=3+2=3+1+1=2+2+1 
=2+1+1+1=1+1+1+1+1, 





故 5 之 分 拆 有 7. 
以 p(n) 表 n 之 分 拆 之 种 数 , 则 上 例 说 明 p(5) = 7. 
若 限 定 分 拆 中 每 一 部 分 不 超过 r, 则 此 类 之 分 拆 数 以 p,(n) KZ. 例如 
py(5) = 5. 
定理 1 若 |q|<1, 则 
1+ лое Ере 
证 ,上 式 之 右边 等 于 
Atat Ф + е +) 
XAP EHD HH (дз + 
XAP EE HH + 





= 








XAP HUD H Ht +"), 


其 中 9 之 系数 旋 
+22: 3л ++ к, = п 
之 非 负 整 数 解答 数 , 也 就 是 р, (п). 
用 与 此 相同 之 原则 , 吾 人 可 证 : 
定理 2 #191<1.91 


WL 1 
gg ASD DAU g) 
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= 1+ Bpow. 
ERI #490) 表示 把 n АЙ рн Чы ы 





ж” a= a= JO = qe 
定理 4 an 展开 式 中 q' 之 系数 等 于 把 n 分 为 不 相等 部 分 之 分 拆 之 种 数 . 
定理 之 证 明 读者 不 难 补 出 . 由 定理 1. 1 并 结合 定理 3,4 之 结果 ,可 得 
定理 5 把 n 分 为 不 等 数 之 和 之 分 拆 数 等 于 把 n 分 为 奇数 之 和 之 分 拆 数 . 





$ 3. Jacobi 等 式 





1 #lql<l,z#0, MH 


Па mAH DAH) =1+ 


а) 





证 ,此 二 级 数 显然 相等 . 
命 


go(z) = Ща +! +z) 








o + ХЕ +X +++ +X. Сат +), (D) 
此 处 Xi ,Xi，…Xo 与 z RR. 

Z" 之 系数 显然 等 于 
x = gan a с. (3) 





Ф.о) = Ца + tQ + gaz) 
i 
= Р 
lte тает 


- ро, 
即 

(qz + gq" gpa (qz) = (1 + gq =). (z). 
将 (2) 式 代 人 ,而 比较 六 ”之 系数 可 知 


а рну 
х. = Ey 
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亦 即 





Ug) 
x= а фә Q ав“) 
由 (3) 可 知 
= поа фф) 
1-920-990-0140) ' 





х, 
故 当 0 才 nm 一 1 时 ， 
х. 


全 
пас фадо" 

此 处 
х 





TEN ET ataih 13 нф) рану کے ن‎ 
* ау PF р) "ОЧОТ? 
алена ета ин де), ч) 


因此 (2) 式 可 以 写成 
а-а) фф. (о) = ХУ Eee HX. (5) 
Мт» оо, Х,— 1, 故 形式 上 已 得 出 定理 中 之 等 式 ,但 对 于 逐 项 取 限 之 可 能 性 还 
须 加 以 证 明 . 


命 
w. = Xo, 
© | (Tq g 
=0, #п>т, 


Х.( +), #1<л<т, 


(6) 





Шт — co В, ДАЖ 


此 处 
چ‎ *( 


1 
аа “aipa gy"? 





5 
今 有 
\хд<[а+ е1) = Ki( 定 义 ) 
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EE EE E H ir те = EEO, 
故 
Га. |< К.К. | q РА 1 z |") =, 
v Ут 236.884 n- co В, 


жа а (HE 


+I z 
十 | = 


1а = На Ро 0, 
Уч, 是 收 全 的 . 即 级 数 (6) 对 m 是 一 致 收敛 的 . 因此 





pto Di: 
此 补足 了 可 能 逐 项 求 限 的 证 明 . 
定理 1 包 有 不 少 有 趣 的 特例 : 
Я = =+ R = gq, 则 得 : 
定理 2 Ч ам 


qq = Dr 





及 
ча! = Хе“. 
以 一 9 ft q RR z = qt Mt 
Па фф — oe)) 
= Хей 
= Ўра, 
即 得 Euler AR: 


定理 3 若 |g1<1, 则 
а =а—д(1—{ (1—4) 


= У (КО = 1+ Donare atao) 


- i= ол р... 


18. 数论 导 引 





HMR Каза R =, 则 得 


Па-фа+ерачео = 





即 得 ， 
定理 4 若 141< 一 1, 则 


тте = Уд. 
注意 ,指数 二 n(n 二 1) 乃 普通 所 谓 之 三 角 数 , 由 定理 1. 1, 定 理 4 也 可 重 述 为 ， 
定理 5 若 141< 1, 则 





= = = gO -ge Pres 
Q афа A ` 


SEER: 
定理 6 #|ң|< 1, 
«фф = (1—4(1—4)(1—{)+)* 


= $ C pile 








— 3q + 5q 一 79 +. 
证 ,在 定理 1 中 以 t 代 9, 以 qt 代 =, 则 得 
П‹а-ба+ера+етгэ› = Ур, 





+ Нра-фа+ера +7) = esp, 
今 往 讨论 5 一 一 1 时 之 情况 . 显然 有 

Па =a tepa +e) = (а-о. 
由 于 


= а 
Donge ے‎ Ponge У eo pg 


< хе pbo 十 Ус нне» 50; 


可 知 


BARE Уникал чена + 185. 
t SA hen 
216° 








Feo KE C DD 
> үг 


因为 
lim ое = п", 
可 知 
lim کح‎ Paec = D pq, 


AEFI 
故 得 定理 . ОР ИН RI E TUR ВИК, ШОТ — СЕЗЕ Ж 2. ) 
习题 1. 求 证 当 19 |< 10, 


Па — dg дн) = 
= 





C pesa, 








-eda ge) = Ура, 
习题 2. ЕЯ 
чала а ен д 
CS a 0) 


аа ча а", 
—34° а" Тф + 








$4. 分 式 表 示 法 


定理 1 若 191<1, 则 


a C DN E 
Atata tag = 1F Tr toa- 


а 
十 十 本 

IE, f F(a) КАЕ, Ве 
F(a) = 1+ аа + са ++. 


+= 





由 于 
(1+ ag)F(aq*) = (1 +aq) + аа) + ад?) 
= Fla), 
比较 此 式 中 a" 之 系数 可 知 
а= даф, c= af eq. 
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cc 二 cq 











故 
س‎ atsan 
ky =з (=G qD 
ا‎ Е 
airas ET] Š 
此 即 定理 . 


在 定理 中 各 取 a = 1 及 a = 9, 可 得 以 下 之 二 定理 : 
定理 2 4 |q1< loll 
g= AHDU) 





эк га - Гай эй 
итү ттш Ера +" 


定理 3 当 |q|<1, 则 

qı = AHAHAH 

1+9 „+ УА ы 
анара К наа 


WE qt о q 代 a, 即 得 ， 


定理 4 “g< 
а+да+а&(а +4) 


+ 











фено 
tutapa -at 





E Ф 
Іт a=pa=gF 
定理 5 мам, 
1 


па =a s 
Я-А — aq M ag) 


= a а ag Е 
ноа афа G= +“ 
证 : 命 上 式 之 左 端 为 F(a) , 则 
а. 1 
Р) = ауа шту: 
= (1 — ад)Е а). 














以 展开 式 
Fa) = 1+ Уеа" 


代入 上 式 , 则 得 





EAE чтйшакяхелтакны +11. 











== =a 
故 得 
"TOO gy 
此 定理 之 特例 为 : 
定理 6 ща 1, 
Lajt Га г 5 
ag та арау атару" 


在 定理 P qè A qL q Ка, ИЗ 
定理 7 当 !ql<1 时 ， 


1 
ЕРЕ ИЕ ç т 
ааа ta e+ 


А P 





$ 5. 分 拆 之 图 解法 


设 有 一 n 分 拆 
n=a ta +a, + +a, 
其 中 之 a, 按 由 大 而 小 之 次 序 排列 , 即 
а 2а а, > 2а. 
我 们 作 一 图 形 , 其 第 一 行 有 a 个 点 ,第 二 行 有 a; 个 点 ,… ,每 行 之 排头 看 齐 ,以 后 等 
距 ,如 此 之 点 图 称 为 此 分 拆 之 图 解 . 例如 : 


就 是 分 拆 
18 = 7 十 4 十 3 十 3 十 1 
之 图 解 . 以 上 之 图 解 固然 可 以 逐 行 读 出 ,但 也 可 以 逐 列 读 出 . 如 此 得 另 一 分 拆 . 此 分 
拆 谓 之 原 分 拆 之 共 统 分 拆 . 上 图 之 共 堪 分 拆 为 
18 =5+4+4+2+1+1+1. 

横 看 竖 看 ,可 有 次 之 定理 : 

定理 1 把 n 分 为 每 份 不 超过 m 之 分 拆 数 等 于 把 n 分 为 不 超过 mm 份 之 分 拆 数 . 

分 拆 图 表 法 还 能 证 明 更 复杂 之 定理 . 例如 : 
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定理 4.2 之 另 证 : 
显然 





ADADA 
之 展开 式 中 9 之 系数 等 于 把 n 分 为 不 等 的 奇数 之 和 之 分 拆 数 7 OD. 例如 : 
15=11+3+1=9+5+1=7+5+3. 
今 将 15 = 11 十 3 十 1 之 图 表 重新 排列 如 下 图 : 





由 于 每 份 是 奇数 且 各 不 相等 , 故 列 出 之 后 该 图 仍 为 一 分 拆 图 . 但 此 图 有 一 特别 性 
质 , 横 看 纵 看 都 是 一 样 . 此 种 图 形 谓 之 自 共 乞 图 形 ,所 对 应 之 分 拆 谓 之 自 共 思 分 拆 . 
故 有 一 不 等 的 奇数 之 和 的 分 拆 一 定 有 一 自 共 轰 分 拆 , 且 反 之 亦 真 . 

故 r(n) Ti n ЗИЧ. 任 一 自 共 令 图 形 所 包 有 之 极 大 的 正方 块 其 边 长 
设 为 :上 图 中 4 = 3). 则 对 一 固定 :之 自 共 二 分 拆 之 种 数 等 于 


s= 
之 不 超过 + 份 之 分 拆 数 . 这 就 是 
a-pa- 1-2 


之 展开 式 中 9 之 系数 . 因此 得 
ADADA) 
а---а-’ 
式 中 对 应 于 + = 0 之 项 为 1. 此 即 定理 4. 2. 
习题 1. 证 明 





1 








1 f g 
azoa pa ao aero 





taspa- тад" 
习题 2. 用 图 表 法 证 明定 理 4. 4. 
提示 :把 一 分 成 不 等 部 分 之 分 拆 每 行 缩 一 格 排列 ,例如 
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再 看 直线 右边 之 分 拆 . 
分 拆 图 表 法 之 另 一 应 用 在 证 明定 理 3. 3. 此 定理 显然 可 以 改 述 为 : 
定理 2 Ес 代表 把 分 为 偶数 个 不 等 数 之 和 ( 偶 分 拆 ) 之 分 拆 数 ,U(n) 代 
表 把 n 分 为 奇数 个 不 等 数 之 和 ( 奇 分 拆 ) 之 分 拆 数 , 则 
0， ЖЕН, 
E(n) -Um = í 
11%, n= ар. 
证 (Frankjin) ,我们 在 ”之 一 分 拆 之 图 解 中 ,于 其 在 上。 ° ° ° 
角 之 终点 向 左下 角 引 一 45" 之 斜 线 ,此 线 之 终点 为 其 与 图 形 “ ° ° ° 
相遇 之 终点 ,此 线 以 “ 记 之 .我 们 又 用 线 连接 图 形 之 最 下 一 “ 
行 ,此 线 以 B 记 之 . 
我 们 可 以 将 8 移 于 图 形 之 右上 角 , 置 于 之 右面 而 与 。 о 
平行 (这 种 手续 以 O 记 之 ) ,也 可 以 将 o 移 置 于 之 下 而 与 8 mi 
平行 (这 种 手续 以 Q 记 之 ). 对 于 一 移动 0 或 ,我 们 可 以 得 
一 分 拆 ,但 也 可 能 得 到 一 个 图 形 , 它 不 能 表示 一 分 拆 (这 里 用 来 表示 分 拆 的 图 形 细 
是 由 大 至 小 排列 ), 如 上 图 1 ,经 O 我 们 得 图 2, 经 有 我 们 得 图 3, 在 我 们 的 规定 下 ,图 
2 是 一 分 拆 的 图 解 ,而 图 3 则 否 ， 





1 n 


现 分 三 种 情形 论 之 : 
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1)8< a. НН 1 可 以 看 出 O 常 为 可 能 ,而 Q 则 不 可 能 . 
208 >o. 此 时 〇 常 为 不 可 能 . 又 除 B 与 相遇 上 且 B = o 十 1 之 情形 外 (图 4),Q 常 
为 可 能 . 对 除外 之 情形 ,所 得 者 有 二 部 分 相同 , 非 我们 所 需 . 


> S: 





ЗВ = в. ЖЕНИ В Но 相遇 之 情形 (图 5) 外 ,O 〇 常 为 可 能 . 对 除外 之 情形 ,O 显 然 
不 可 能 . Q 则 常 不 可 能 . 

由 是 可 以 看 出 , 若 对 于 一 种 分 拆 ,O 与 Q 有 一 可 能 ,有 一 不 可 能 , 则 我 们 即 能 由 
一 偶 ( 或 奇 ) 分 拆 得 到 一 奇 (或 偶 ) 分 拆 , 即 在 此 种 情形 , 偶 分 拆 与 奇 分 拆 之 间 即 建 
立 (1,1) 对 应 ,但 对 于 图 4 与 图 5 之 情形 ,此 种 对 应 即 不 可 能 , 对 于 前 一 种 情形 ,n 必 
为 


n= оао + +2 = TGP +Ю, 


对 于 后 一 种 情形 ， 
ПАО = TGP D, 


Ж ЖИ Е RIE — FFE АЯ ECn) 一 UCn) = (一 1)*. 


$6. p(n) 之 估 值 


在 本 节 中 将 先 用 最 简单 之 代数 方法 以 得 出 p(n) 最 粗略 之 估 值 ,再 用 略 精深 之 
方法 以 得 出 logp(n) 之 无 穷 大 之 阶 ,但 青 深入 用 所 谓 Tauber 型 方法 以 得 出 p(n) 无 
穷 大 之 阶 , 以 及 更 深入 用 模 函 数论 之 结果 及 解析 数论 之 方法 以 求 出 p(n) 之 展开 式 
则 不 在 本 书 范围 之 内 . 在 这 逐步 求 精 之 方法 中 极 易 体会 出 各 种 方法 之 深入 度 . 

定理 1 当 ”>1 时 ， 

29 < pin) < nA, 

证 :1) 先 证 左 式 .在 

1,2,---,[/n] 
中 任 取 r аза, ПЕЧ 
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+1. 





n = a фа а а). 
由 于 


а + +a, < 1+2+ + Nn] 
© 


Мт <», 
故 (1) 式 是 一 分 拆 . 总 共有 


пе) е) E) 





=а+ = 22 


种 取 法 , 故 得 定理 中 之 左 式 . 

D 后 证 右 式 . 今 讨论 n 之 分 拆 图 解 

图 中 左上 角 最 大 正方 形 之 边 长 为 .图 中 右上 角 之 r 列 对 
应 于 一 个 不 大 于 n 一 之 整数 之 分 折 , 左 下角 亦 然 . ШОШ r IË 
定 , 右 上 角 之 可 能 性 三 w ,左下 角 亦 然 . ВОВ CER r < [Vn] 


p(n < Ў < anî < f, Ы 
定理 2 lm W = n fE, 
证 此 定理 需要 以 下 诸 预备 定理 . 
定理 3 
прот = Ура). 
证 : 设 1g1< lk F 


p” 1 
19 -ad a= 


=+ Ура. 
用 乘积 式 求 /(q) 之 对 数 之 导数 , 则 得 


го уу шт 
КО 1-4 





«+ ++ 





XH f(a) ZHER AAI 
Be = ФР) = r> Zu 





а) 


+2. 
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= (1+ Dower) Su". 
比较 系数 , 即 得 定理 . 
定理 4 #n>v>0,M 
В 


а Лр ОБЕРЕ ОРЕВ E TE 
т 0 <+ рате 


证 :此 可 由 下 列 不 等 式 
1-4@-ф<а-әб<-#, о<т<1 





得 之 , 而 此 不 等 式 可 由 平方 上 式 各 项 以 证 之 . (但 须 注意 = т = = >0. ) 


定理 3 Жос: <1, 


а-а 


JCB cı (RSE cacy.) ВНЕ. 
证 :由 








eet = rti (++ 
故 得 右边 之 不 等 式 . 因为 
1 
pe 





= 10+0, 
= 


故 得 





г 
ару +00). 


此 即 定理 中 之 左边 不 等 式 . 
定理 6 fa 表 一 正 数 , 则 


Emas < эрэ + <=. 
正确 地 说 ,此 c 与 a 有关. 
жне = 





"故此 重 和 等 于 





由 定理 5 之 右边 不 等 式 可 知 此 和 
1 
> (kn 1): 








(2) 
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把 (2) 式 分 成 二 分 和 





- о )+ ою 





合 之 可 得 本 定理 . 
定理 2 之 证 明 fy c = x 
1) 先 证 





pW <=". (3) 
Mn = 1 时 (3) 式 显然 成 立 . 今 往 用 归纳 法 .由 定理 3 及 归纳 法 之 假定 可 知 


проп) < De 
= 


суне MERD 
саў Pirnat 

E, at 
二 сези" 《用 定理 6) 


即 得 (3) st. 
2) 再 证 : 任 与 一 正 数 s, 必 有 一 正 数 A( 二 A(e)) 存在 使 


p0 > het 


仍 用 归纳 法 ,但 A 之 选择 稍 后 自明 . 由 定理 3 与 4 及 归纳 法 之 假定 ,可 知 
Ред Jet E Siete tarh, w 
z£ 








‚ам. 数论 导 引 
因为 > 1 一 ,所 以 此 二 重 和 
> Уе (1 ео EE) 
= 
= Pekom + -pP pere Hew t 
= 
= у ++ 
“D-H, (定义 )- (5) 
因为 对 任 一 正 数 ЖЯ e = O[1 ) ,所 以 
Sle eh O(nt Ste (ky) 
& & 
= oft екв) 
= Он), >B (6) 
由 此 式 及 定理 6 可 知 
л 2 n 
D> петом 
мт 2n 1 ау 
За + = (esra) eA 
ZATE NEET, (7) 
(此 处 用 了 te 一 去 一 2| zar > ж.) 
另 一 方面 ,由 二 项 式 定理 及 定理 5， 
D, = Уне $ 
=“ 
< ереси Ë 
= м 
(8) 
分 括 弧 中 之 和 为 二 部 : 
=): 
= а = 
ВИН сы < Tax z< Test, 
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即 得 





ws کے‎ 
Вон t> e-o, 


i= зы рә, 
故 得 






= 0(X71)= 0%). 


Же (роон 
由 此 及 (8) 可 知 
У), = Om. (9) 
总 结 (4),(5),(7),(9) ,可 得 


про) > Дес! (C1 + 2e yn с, ул). 


当 
с. 1: 
"> (жч) 
时 ， 
p(n) > ke“ at, ао 


Щи < (ж!) 时, 则 取 A 相当 大 ,使 (10) 式 亦 成 立 故 得 定理 . 


$7. 平方 和 问题 


йо) 代表 
z+ +Z =n" 
之 整数 解答 (z,，…'z,) 之 组 数 . 由 定理 6.7.5 已 知 
nw apent, 
а 
此 处 u 过 之 奇 因子 .此 定理 显然 与 以 下 定理 等 价 : 
定理 1 若 |qgl<1, 则 


qa = (Dr) 


1%. 





今 往 证 明 : 
定理 2 #|q < 1,W 


ча = (e) = 1+8 E. 
此 处 和 号 加 "过 所 有 的 非 4 之 信 数 之 整数 . 换言之 ， 


по) = 8 Sm, 
此 处 m Tin 之 因子 但 非 4 之 信 数 者 


在 证 明 此 定理 时 需要 几 条 预备 定理 . 
命 
=, 
Tg 
则 
ат = wQ +. 
定理 3 
Puntu) = Ўш. 
“ я 
证 :由 (2) 式 可 知 


ано бшу DD" = Dm 
定理 4 


De D'u (lH un) = POS Ditt 


= 


证 :由 (2) 式 可 知 
EO Dun + ш) = 





г S, (2а Dg? 
f РЭ бшк аап 


定理 5 ”车 0 是 一 实数 而 非 x 之 偶数 倍 , 则 
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(сок o + u sind + wsin2g+ <) 
S tS pak < 
= (+= 28) +©+ È сою, (3) 


此 处 





С, = ш(1+ш 14), азы 
证 ,(3) 式 之 左边 等 于 
($eor 30) + Усон Тање + X) usu, sinsin. 





ид = + + cosg = + сова — 00+ сомо, 


2sinmsinn0 = созт — n)0 — соз(т + n)0, 
可 知 该 式 等 于 


(coro) + 53 ¥ cos0 + + соня — 1004 Той) 





由 此 得 出 





Ж т > 1,n >1. 
由 定理 3 可 知 





C= Ta + Be 十 мии 一 Buus. 


因为 
шик = щш ш + wa) 
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чы Puas = ua Ct — шы), 


К, = 
+ Dosu анаа) 


Tua 0 Ga + +u) 


1+4 +). 


+ us е) = +} Dru. 


~alz 
“(z 
“( 
定理 6 (+ 
证 ,在 定理 5 中 取 0 = Dx, NAG 
1 Dm. + хе "С. 


=Š 
716 








- 1+1 Dru. + У x= Druan + мы — m) 


= $+ ten- Dumi + J Deun O t un) 
+2D (em = Du 
++ FÈ Cm- Dumi + $ m= Dus 《由 定理 4) 


чие 
定理 2 极 易 由 定理 1 及 定理 6 н. 

由 定理 2 立刻 可 推 得 : 

жш? 200 д tia s. 

定理 8(Lagrange) ” 任 一 正 整数 可 以 表 为 四 个 平方 数 之 和 . 
此 外 还 有 以 下 之 应 用 : 

定理 9(Jacobi) 有 等 式 


如 以 $1 之 表示 代 人 , 则 得 
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(Па +) - (Па -Ф0) = 1 (Па +49)". 
(此 结果 Jacobi 称 之 为 Aequatro identica ratis abstrura. ) 
证 :此 式 之 两 边 同 以 q: 乘 之 , 则 由 


>ë ) = Brome. 


(qoq) = Уно Dg 





(qoq) = 








及 
add = (De) 
可 知 所 求证 之 式 与 
= Уна 
= 
等 价 . 
f s On) Ж 
nla FD += +z (ze +1) +1 = n (4) 


之 解数 ,此 nn 必 为 奇数 . OK E E ROE LZ Ë XOE АН нор 等 于 
2 (и). 
(4) ARE 4, 并 次 成 平方 , 则 得 
(2x, + 1)! + e + (2z, + 1): = An, 
不 定 方程 
yî + +o +o = An 

2 r (Ап) МАЖ. Оу ,ys ,ys sy НЯ, ОО», reo, 全 为 偶数 ,由 
此 可 见 


saln) = r, (án) — r (m. 


由 定理 2, 可 知 
п) = 8$)т = 8) (m + 2m) = 3(8 Dm) = Зп Са). 
= T < 
即 
(п) = 2r, (m). 
故 得 定理 . 


习题 1. 经 由 以 下 之 办 法 算出 
и 
1+3 Пр 


ыд nesa 





由 四 维 空间 球 
ие <= 
中 之 整 点 数 ACD 之 渐 近 公式 


Аб) = m +003), 

并 用 定理 2 以 求 出 另 一 表 法 . 比较 之 而 得 习题 中 所 求 . 

附注 :由 本 习题 及 (6. 13. 2) жия) “2 
习题 2. 算出 








习题 3. 利用 
Q= cosco $0 





(2n— 1) +4(n— 1)cos9 + 4(n — 2)cos20 + ++ 
+ 4соз(п — 120 + cos 
以 证 明 
2z 
т—х* 





(1 — соз20) 









z0 — cosa) +) = (deor 1+2 


з فر‎ 
1 | Z ی‎ + сому + -225 + cos20) 
211-2 I= 





x 
+ (Ss + соз + 





# тл, R 
ая = n (той Ф) O 
之 解数 . 如 将 
+++ = у 
看 成 一 变换 , 则 左边 有 9 个 值 ,而 右边 有 9 个 值 . 即 对 一 个 ?之 值 ,平均 有 9 个 解 . 
今 讨论 个 别 解数 与 平均 解数 之 比值 


лл, 
са) = ED, 
ACn x 
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又 命 

3,( = limay (л), 
此 称 为 不 定 方程 (1) 之 реж. 

又 定义 


am) = lim gs 





此 称 为 (1) 式 之 实 密 率 . 
今 先 往 算出 诸 密 率 之 值 . 


жї 当 * 是 偶数 时 , 实 密 率 等 于 


к" 





(2) 





证 :用 极 坐标 可 得 积分 
Ш A-r =y шау = f dof a-e pdp = E. 


Ta 


今 往 用 归纳 法 证 明 ， 








= ы 5 ss Ë 
v, yi ۴ dz, GY 
fr 
х= ya Л-Ш-И, (= 3,65. 
则 得 
У, = |) а-а) Pdr dz: ff dydy, 
кы Я 





lim к 





Зи s М 


要 求 出 p 密 率 ,我 们 需要 以 下 诸 预 备 定理 
命 











+ 202. 数论 导 引 
Ан (т) = š Lem H уе», 
ЖЕК 
定理 2 
УЛА = ду). 
证 : 
уло = р Ее Je 
و‎ 
~ 
= Š Дег” усе” 
1 али уай 
трт page 





- эш. = муо). 


定理 3 设 * 是 4 之 倍数 = 4r. 若 户 是 奇 素数 , 则 
A, m) = p™ C, (т). 
证 :由 定理 7.5.6 可 知 若 ра, 


(key = >. 





将 a 换 为 一 a 即 得 定理 . 
定理 4 设 * 是 4 之 倍数 = 47. 则 
A:n) = o, 
Ау (л) = (= 12 Cy (m. 
证 :由 定理 7.5. 3 可 知 
А, (т) = 0. 
又 由 定理 7.5.7 可 知 , 当 2fa 时 有 
g=] 


21+”), 0211, 
genet, 着 244. 
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HFC +e) 一 一 4 Же") 一 一 1, 故 


(Јон) = C es, 
由 此 得 出 定理 4. 
ERS з= 4р2. p nN 
2,00) ар FD peru = (1 pp) aga СрО. 
此 处 
atn) = Da 
证 :由 定理 З 及 7.4.4 可 知 


3,0 = ХА = 1+ SD pC, (n 
名 “ 
wif >, mepi р pet pr 


ре ha 


2 Keena, 
= 4, ft 2' п, 
1, 若 r= 0, 
2: (п) = 4(1 — 2F H 2D (2 — 1) — 2), т 0,2, 
(1 — 20 (д> — 1))(1— 2)", #r>02]r. 
证 明 与 定理 5 相仿 ,读者 自 补足 之 . 
定义 A 








€, = Па,» 


8,(n) = д. (6, (n) = d (и) Да, O). 


定理 7 车 s 一 4, 则 
8,09) = нд = ва. 
РА 








WE: ff = 27,2 £ ki = Паро 及 定理 5 可 知 
Пг, о) = + Ж daln’) = рт’ Лт. 
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又 由 定理 1 可 知 
4. (п) = тп, 
м 
ama, (m) = 27908). 
车 nn 是 奇数 , 则 已 得 定理 . ж. жаш. 由 定理 6 可 知 
2: (п) = 3۰2", 
故 得 定理 . 
定理 8 # =8, 
Sm = 16( 一 D УС Da, 
iE: n = 2n ,2 п’, ШАР 
Па, = кор" (л? 
> 5 $4 


= gre, (n). 
= 


又 由 定理 1， 
a(n) = жт, 
9.0 Па» = 16 + 290,0). 
> 


3:00 = 1—2” 15) (1— 





во) = 16. #(2"— Вы. 


当 n 是 偶数 时 





Ус Did’ =— aln’) + 2o (n) + 2", (n) + == + 2, (n) 


рө —1 


=— 2001) + “e, (n) 





س 


P= 





Jan 


(89 
= #(@—}Ё)»о›. 


故 得 定理 . 


第 八 章 ”与 枉 贺 模 函 数 有 关 的 几 个 数论 问题 +005, 





习题 1. 命 ;= 2r. 若 -是 偶数 , 则 
(1—27)8C)6,(20”) 
"ana (n), #r=0, 
010207 HD (27 — DA 2n aln), #т>о0,2[т. 
(1 — gner A2 n (n), #:>0,4 |". 
Ж r ЖК. M| 


1006,02") = (F 





› 





-1 


у) (n, 
此 处 


к= У к, 





而 X(n) = 0,1,0, — 1,4 п = 0,1,2,3(mod 4). X 


вт = У) 





УМ 2. 证 明 
д: (m) = 27, (п). 
习题 3. 证 明 


Bem) = ву (т) Уха. 
< = 


$ 9. 关于 平方 和 问题 之 总 结 


上 节 已 证 明 r,《n) = 8, (n) ,此 是 否 是 一 偶然 之 巧合 ?事实 上 , FE AFI iE 
зам, ИЖ 
nm = 8.0). 
但 当 * > 8 时 ,此 推测 不 再 真实 . 
АЕ Ч s < 24 时 ,r,Cn) 之 公式 皆 已 具体 得 出 . 例如 ， 


n = сокс (++ 
Pia 
(Е) № 


4 
т 


此 处 r 之 定义 是 p* | n. pt 十 my 
кат = У (5) 


т 
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0, 车 4 二 7(mod 8), 
Ж(т) = 427, # 4n = 3(mod 8), 
3*2", 着 4 三 1,2,5,6(mod 8), 
其 中 a 之 定义 是 4 | ms4 Fn, 


тиб) = бой) + Ê pezso —s12e[+n)), 





此 处 
ah = SY (Dd, 


T 


而 т\л) 是 以 下 的 等 级 数 
901—0 — g = Sewe 
= 


ЖЖ, хүл ави не (Fn) o. 

















由 定理 3. 6 可 知 
(DA I) = Ус Dn ра», 
м 
то) = 5? (CC 一 Da (2z, +1) +++ + (— 1)*% (2л, 十 1)) 
фо П 
- „> сюе у, 
具体 算出 者 人 各 如 下 表 
: | riin RHR 
БЕК Jacobi, 1428 
3 Dirichlet 
т Eisenstein, Smith, Minkowski 
10,12 Liouville, 1864, 1866 
14,16,18 Glaisher, 1907 
20,22,24 Ramanujan, 1916 
элыз 
Waras omaa. 1949 


а 
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8$1. 引 # 


本 章 之 主要 目的 在 于 证 明 下 式 


xG) ~ Ez O 
окт 


此 处 x(z) 代表 不 大 于 的 素数 的 个 数 . (1) 式 即 为 著名 的 素数 定理 . 本 章 将 给 出 两 
个 证 明 ; 其 一 应 用 了 比较 高 深 的 分 析 知 识 (读者 需 具 有 一 定 程度 的 高 等 微 积分 及 复 
变数 函数 论 的 知识 ) ,但 比较 直觉 一 些 , 其 基本 思路 是 N. Wiener 所 首创 者 . 另 一 证 
明 虽 然 并 不 用 到 很 多 分 析 学 上 的 知识 ,可 以 认为 是 一 个 初等 证 明 , 但 却 比 较 难 屠 
此 一 证 明 是 Erd6s 及 Selberg 所 发 明 的 . 关于 寻求 素数 定理 之 “初等 证 明 ”, 乃 素数 
论 中 历时 很 久 的 难题 之 一 ,此 证 明之 获得 乃 1949 年 之 事 也 . 

在 以 下 各 节 中 ,我 们 并 不 直接 去 证 明 (1) 式 ,而 证 明 另 外 二 个 与 (1) ЖЯ 
同 的 定理 . 

设 z>0. 令 

90) = Уор (2) 


фб) = acm = > 1овр. (3) 


(3) 式 中 的 AG) 即 为 6.1 例 6 中 的 уга Mangoldt 函数 .3(z),Wz) ЖЖ 
Чебышев 函数 , 容易 得 到 


(к) = д(х) FI) + Hr) + == с) 
及 
жох) = [кр Jese, (5) 
тор 
xh он RSE 的 整数 部 分 - 


定理 1 我 人 有 


как? 
z(logz) ` 





(6) 
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= lim . (7) 





z) 
Hm бов 
证 :由 (4) 及 (5) 易 得 


logzlogp = 
90) < (z) < У og OBP = x(z)logz， 


22 Па 0 < m xD, 
+ тов) 





ХВ 0<а<1,=2> 1.) 


962) > У) logp > (яб) — rla") Нова" 
= 
二 afx(z) — т" Лох. 


TD „ры мш 


= 200627 
对 于 任何 小 于 1 的 正 数 a 成立. 故 得 
Та 90 xa > та © ж(х) 


= z(logz 


联合 前 面 已 得 到 的 结果 , 故 





至 于 (7) 式 , 亦 可 以 同样 证 明之 . 
由 定理 1 及 定理 5.6. 2 立 得 
定理 2 г> 2, 则 存在 常数 <, >04 = 1,2,3,4) ,使 


900) _ ра 4б), 
= = 


z 





а < óG) ет, (8) 
及 
ал фа) Зах (9 
成 立 . 
又 由 定理 1 立刻 看 到 , 若 欲 证 明 (1) 式 ,只 需 证 明 
“х= ~ ао 
或 
900) ~ z. ар 


在 证 明 (10) 式 之 前 , 先 来 叙述 若干 必要 的 预备 知识 . 
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$2. Riemann 函数 


今后 常用 s 二 a 十 六 表 一 复数 ,o R: 为 实数 ,级 数 


to=D4 >р O 





称 为 Riemann ¢ RK. 
给 一 a > 1, 当 三 a 时 ,因为 

1 SP! S1 

PP TAR TA 

МИ; Чо>а>1#—ЕИ #0. 由 于 a 是 大 于 1 ЕЖЕЙ, үз) feo > 


1 的 半 平面 上 是 一 个 正则 函数 . 
定理 1 @ 








к) = 59) 一 


PPH a > 0 上 ,h(s) 是 正则 函数 , 且 


lho) < Не >09. 














证 : 命 
en 
= = m f urdu, 
则 
ко = = ло + эса = ло de>. @ 
因 
1» finais fe dy (nSuSn+D, 
故 


IAO |= [= *— u )du 
设 0<a 和 e 和 0 一 T 生 上 过 T, 则 
[Pc 1л I<! во = Вы 
ЕТ ме, 





< [ae 





BARDO жо <a So Sb, —T <1 СТИ аш. BF a ERBE 
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于 0, 而 b,T 可 以 任意 大 , 故 As) = 如 (9 在 40 之 半 平 面 上 是 正则 西数 . 因此 


(2) 式 可 以 看 作 роо 在 半 平 面 。 0 上 的 解析 开拓 ， W s= 1 为 其 仅 有 的 一 次 极 , 且 
留 数 为 1. 
由 (2) 式 即 得 


E 











= [лети = lle >o, 


定理 证 完 . 
定理 2 在 半 平 面 s 宇 1 上 ,8(s) #0. 


омота, 5) 二 绝对 收 伍 , 故 由 定理 5.4.4 得 到 





ә = У) >= Ца- рох, (3) 
KANER RAA HRE p. 由 于 每 一 因子 缘 非 零 , 而 乘积 又 绝对 收银, 故 当 "> 1 
时 ,58(s) #0, 
HE s 二 1 时 ,$5(s) 有 一 次 极 , 今 需 证 明 者 为 : 当 4 关 0 时 ， 
рана) 0. 
今 研究 函数 


gD =| ажо ает) |* | gA +e + 200) | 
(e > 0,2 9 0). 863) 可 知 


ew = Па, 





- د‎ тш? "9763 + 4cos(mrlogp) + cos(2mtlogp)). 


ш 3 + Acos + cos20 = 2(1 + соз)? > 0, 故 得 
loga, > 0, 
вр 
la 121. w 
жана) = O, J 


t(+e+i = [Гусь = O(N. 
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+. 





由 定理 1 已 知 
e+e) = OD, 
故 可 得 ,对 任意 小 的 e, 常 有 





Фа) = 00), 
此 与 (4) хижи. 
定理 3 б 
со + жо). 


O Т» 
що 1,600) 有 一 级 连续 导数 . 
证 :微分 定理 1 PZ RCs) ,可 得 


ЕЙ 
PO = би, 


ЖЖ А’ (з) 是 在 半 平面 " > 0 上 有 处 处 连续 导数 的 函数 , 再 则 ,由 定理 2 可 知 


я НЦ 
Я ТРО DAG) 


fz о 1 的 半 平面 上 正则 , 故 在 此 半 平 面 上 1 十 (5 一 DA #0. 


因此 ， 





ze l 一 一 9) 一 1D) 


KO TF G= DAC) 





FTE, 
此 g(s) 适合 定理 中 所 要 求 的 性 质 . 


§3. 若 干 引 理 
定理 ! # fa) 有 一 级 连续 导数 , 则 

[усоечаг = о(Т). 
证 :用 分 部 积分 法 可 知 


fwerar = (Creme 3# Гес) 0(2). 


定理 2 
[Г а = к. 


证 : 命 


а 


2) 
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J = [е бла. (<e<2，o<t<D. 


ШЕЕ > 0, 被 积分 函数 是 = 及 的 连续 函数 ,其 关于 a 之 偏 导 数 为 e“cosar , 亦 为 
х Җа 之 连续 函数 . 由 于 
Гы 


Геба dz 
关于 l< < 2 一 致 收 化 , 因此 关于 J 可 以 在 积分 号 下 求 微分 , 即 


存在 , 故 积分 


此 等 式 之 右边 连用 二 次 分 部 积分 即 得 . 再 积分 上 式 得 
J = tan" t Ч <а<2, 0<k<1). 
Е а, HO < ІВ, Ж-О, J 4 0 < k < 1 连续 .因此 





Ва = ear = ры" 
特别 当 a = 一 1 时 ， 
Гаа. ар аваа, 
定理 3 @а<0<5.# for) 有 二 级 连续 导数 , 则 
in Lf a) Звала, = fo, O) 
证 : 今 研 究 


[ооо по Setar, 
在 0 点 十 (f(z) 一 /(0)) 有 一 级 连续 导数 , 故 由 定理 1 可 知 


inf we — fo) == =0, 





шщ 
гә Sinar ү, = 工作 sinar 
e Жеш = /0 i | На 
li sinz, 1f” sinz 
- ر‎ ај На = ла. مو‎ 
由 定理 2 即 得 定理 . 


定理 4 йл>од 
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аз. 
-lzl 
ко =] з, Elica, 
lo, #1=1[> 2. 
则 得 
Lr - 2. 
Z| кое = k,(z), (4) 
此 处 
2А (sinar 
(908). Жо, 
2А 
. = 0. 
[ж ыы 
证 : 易 见 
š. ha t 
ию = р], 1-2) z a: © 
着 工 = 0, 显 见 
1 
k,(z) = 2А. 
Б 2r 
# z A 0, 用 分 部 积分 法 即 得 所 求 . 
定理 5 
K(x) (6) 
特别 取 X = 1,z 一 0, 可 得 
Е 《7) 
x 





证 : 先 研究 积分 


1 f EE B 
Iu) Гое ш Zee a а. 


Ук 
由 (5) 可 知 
ш = Zf f? (1= A eos cosze dude 
1 


т 


rs ifa- z ) (LÊ De + sinta — Dela, 


utz и-х 


Г (= ж) (cos(u z)t + cos(u — z)t)dt 


КО кез. = 0; 0 < т< 2, MWB ей 1 及 定理 3 可 知 上 


式 第 一 项 之 极限 为 0, 第 二 项 之 极限 为 1 -2 由 于 积分 (6) 为 z 之 连续 函数 ,可 知 
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Ki(24) =0, K,(0) = 1. 故 得 定理 . 
定理 6 #50) >0(0<:< о), AHE T> 0, 区 间 0 近 上坟 了 可 以 分 为 
有 限 段 ,每 一 段 中 7(z) 都 是 连续 的 . 又 设 对 任 一 e > 0, 积 分 


Г. «усё 
收敛 , 则 
limf e “fdt = [ro а. ‹в› 


ER о > 0, 故 | ов 随 了 之 增加 而 增加 , 因 之 


[roa 
或 为 一 有 限 数 ,或 为 oo. 
因 
[е “fde <f fode, 

故 

Tmf е "уой < fF fas 
但 另 一 方面 

Гетов [Геза /a 

故 

imf ела > fF aya, 
f T — co, 48 

imf e “fdt > | ra. 
故 得 定理 . 


$ 4. Tauber 型 定理 


ЖХ ФР) Е оо <= < со 中 有 定义 , 且 适 合 
lim (f(D —/(х)} 20 (у>з), O 


则 f(x) 称 为 慢 递 碱 函数 . 
定理 1 ЯДОВ, НИЕ | f(z) |< МС оо < z < оо), E 
РАНА > O Ж 
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s 
k,(z — t) fG)dr: = 1, 
im | волов 
W f(z) — 1(z — оо). 
证 :由 定理 3.5 可 知 


1 f a A 
E [he ой = 1 


故 不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假定 ! = о. 

ЖЯ fOr О ДЕЕ 8 > 0 及 一 数列 {z.}(zv — оо) ,使 F(z,) < бп = 1, 
2, 或 f(z,) > 8 成 立 .不 失 一 般 性 , 吾 人 假定 fC) >n = 1,2,--). (f(z) 
< 一 sm = 1,2,…) 之 情况 同样 证 之 . ) 

因 Г) 为 慢 递减 函数 , 故 存在 z, = zo(3) Ë = 6), 使 





du=1, 
ч 


Л) fay >È (кз, 0<5у-2<2р 
成 立 , 特别 取 z € lr) 


IDSF CG <r<y<=+2=6 (z). (2) 
HO, x > xe R z€ (z.) 时， 


| „һ=+-оуа)й 
z- f 


>7 to f hatgo 
2 Vint: Ук :一 

Ие 

Z [etapa 

a P", MT 
zalee u)du = [асе u)du 

Ps 
Мк ++ 








Є zj sinî gy — 2M [= siwy 
хо w x پل‎ w 
= Qe), 


2 
故 存在 js 适当 大 ,使 


e И уы 8 
== Аъ (х + fd> (zr zreoz Є {х,}). 
ол 4 
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fy z 02.) 趋 于 无 穷 , 则 





PR WERK) HAD 是 区 间 0 < оо 上 的 非 负 递增 函数 , 且 对 有 
限 数 T, 在 区 间 0 < (< THAO 只 有 有 限 个 不 连续 点 ;又 若 积分 











f) = һай (o> (3) 
收敛, 且 对 任何 有 限 数 a, 有 固定 的 常数 A, 使 
lim(/® 47) = во w 
在 区 间 | 4 |< a 中 一 致 成 立 ,而 g(t) 有 一 级 连续 导数 , 则 
ime h(t) = А. © 
证 : 命 
дб 人 “<0 м, “К «о, 
° G< о “<0. 
今 往 证 明 以 下 诸 事 :1) 对 任何 4 > 0, 积 分 
поо = Гао АСЫ ®© 
存在 ;2) 
Кас) = 0 “› 


B DaD AU) 是 有 界 慢 递减 函数 . 若 此 三 点 证 明 , 则 由 定理 1 可 得 出 本 定理 
考虑 积分 


L.G) = (a= Dal — Аве dt. 


а 

Jale 

由 假定 可 知 此 积分 对 任意 上 > 0.) > 0 АТР. 由 定理 3. 4 RABU} 
Г сас) — Ат 

关于 | y |< 20 是 一 致 收敛 的 , 故 


мә | ао Aerde | Kiedy 
= и АЛЬ 
= 去 [none dy Г о Абе «ча 


= 1 Í” Kye ھت( چ‎ 
z | „К, юе” (ўа +e +i) — z)» 
由 (4) 可 知 


AW ”素数 定理 * 217. 





lim. (a) = z вок,еа». (8) 
再 由 定理 3. 1 可 知 
Плант, Со) = 0. 7 
但 另 一 方面 ,由 定理 3. 6， 


шаба) = еи е а) 


Var 


= cz 一 огой fee 
= Гао АО = Һа), 
Tn =e 
故 由 (8) 式 可 知 1, (x) 是 存在 的 , 妈 得 性 质 1). 再 由 (9) 式 得 性 质 2). 


今 往 证 明 性 质 3). НАС) 之 定义 ,可 知 只 需 证 明 a(t) 是 有 界 慢 递 减 函数 即 可 
由 (7) R, 


— Dd: 


1 ч " 1 м 
lim 一 一 А (х — Da( dt = lim 一 一 № (= = ДА 
һа J 00 = из = fT. 


ук 
күб т 


故 存在 za, r > В, 





Г. (м) az 一 元 )d < x(A+D (r> zx. 


由 于 被 积 诅 数 是 非 负 的 ,并 以 «+, 


у па 
АЕ zin (6+2 х) А+) (r> x. 
又 由 假定 可 知 e'a Со) 乃 上 之 递增 函数 , 故 
ameti (t'a < x 4+ (кэз). 


ЖА > co, ВМВ 
aG < A+1 (z> x. 
M r< ra BEAC) Н, аСт) 亦 然 ,此 证 明了 аСт) {E — co < z < co 中 是 一 有 
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FEM. 
又 对 任 一 5 之 0, 有 
аб +8) —a(z) 一 cteth(z 十 及 一 Ar)) 
Zee *h(z)Xe*— 1), 


lim{a(z +8) —a(z)) > 0, 





E alr) 是 一 慢 递 减 函数 . 定理 证 完 . 


8$5. 素 数 定 理 


本 节 将 应 用 池 原 止 艾 夫 定理 来 证 明 罕 数 定理 . 吾 人 并 不 直接 证 明 素数 定理 ,而 
ЖЕТШУ ЖКН Есет $ 1). 

定理 1 00) — z. 

Е.В F Cz) 的 定义 可 知 Wz) 是 z 的 非 负 递增 函数 , 且 对 任意 ТЕКО < 
:所 工 中 只 有 有 限 个 不 连续 点 . 

当 o > 1 时 ,由 定理 1.2, 及 (6.14. 5) 式 得 


Г. рсе) = Г. ан (udu 


чодаи = У) Daf’ ди 
== 


== кро DAD =1 








Ха m+) DAm) 


“ = 











= jm (Dacor? (лот) N+ D) 
_ 15 400 __ 1, KO) 
=> п з" ts) e 
由 定理 2. 3, 知 函数 
_ i 1 Key, 1 )-1 
SED s1 sl ils 


fro > 1 时 有 一 级 连续 导数 , 故 对 任意 a >0, E1<0 <S2, |: |< a A— BER, 


故 有 有 一 级 连续 导数 之 函数 ¿CD ,全 
lim i = 0 


~ s—1 


ЖЕ |t |< a 中 一 致 成 立 .由 定理 2 可知 
lime 62) = 1. 
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f e = zx, 
lim E „|. 
= = 
定理 得 证 . 
习题 1. 设 p. 表示 第 n 个 素数 . 试用 素数 定理 证 明 
m -2 一 1 
9 тоя 


反之 ,由 此 也 可 以 推出 素数 定理 . 
习题 2. 试 由 素数 定理 推出 
MD = Уи = o(z). 
= 


习题 3. 试 由 素数 定理 推出 


习题 4. 设 n= р рр 
wln) =k, QO) = а, +a + Ба. 





w 
ж(р= У 1, awe Dl, 
E аба 
%(х) = У) оро. П, о = У) 1. 
„е „х= 





(注意 :此 处 之 求 和 号 表示 过 案 数 p 
рь 车次 序 不 同 亦 算 作 不 同 . ) 
试 证 ， 


spas AER pipi < a K tH pi» 


Ieo ~ lgl а>», 


D(x) ~ ke (log logz)™ (k> 2), 


z __ ов logz)”! 
mG) — nG) ~ >D. 


Š 6. Selberg 渐 近 公式 


S 6 一 8 HZ qr 均 表 案 数 ,不 再 一 一 声明 . 
定理 1(Selberg) i x > 1,3 


9(z)log z+ Zo (F лов p = 2zlog z+ Об), O 
= 
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Xp + os p log q = 2zlog х + O(z). 


在 证 明之 前 先 证 次 引 ， 
引 .车 F(z),G(zx) ZN x > 1 时 定义 的 函数 , 且 


2 = 
Ga) = FR )iog z, 
则 
Унерб(+)= F(z)logz + Zr (FE)am. 
证 :在 6.4 中 已 知 A(m) 一 Er Dlog ү, 


ШЕ )= Dew DF (ш E )log = 


过 Хе) +1) 
х 
У8(2)7 . Уно + zrli jaw 
= F(z)logr 十 F(T Jac. 
定理 1 的 证 明 @ y &OR Euler 常数 ,在 Š 5.8 中 已 知 
> 1 = +у+0(2). 


У»()= Улт = > ac 


= Уот = Í logt dt + O(logz) = zlogzr 一 工 十 O(logz). 


Еб) = Wz) —r+y+ 1, 


Gla) = logr È sā) =logz У) 1+ (7+ Dzlogz + Odogz) 
= 


= Оов) = O(/z). 
由 引 即 得 


Fe)logz + Er (Fa = o5 (= Oc. 


由 于 定理 5. 9. 1 可 知 


(2) 


(3) 


Oo 
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DAR = logr +O. (5) 

= 

故 由 (3),(4),(5) 及 定理 1. 2 可 知 
工 

$ ювх + Es (re 


= zlogz + z 7 a — G+ Dlogr — (y+ Ул) +OCG) 
= = 





= 2zlogz + О(т). (6) 
由 定理 1,2 可 知 


(f jam- Zo (p )losp = ZA mam — D logplogg 
=0( У) logp ова) = O( Хоар У) loga) 


Лр ç “S 
SiS Е ү 
ноты, 95559) 
а los = 
= оза) Ох) (7) 
及 
Wz) = gz) +) + +9] — эст) 十 O(logr + д(х'?)) 
= 900) + О ова). (8) 
由 (6),(7),(8) 即 得 (1) 式 . 
又 由 于 
B(x)logr — Dlog'p = Dlogp log Ž = Dlogp( 3+00) 
= = p. хш" 
= УТУ вр +09 
"д 
1 
- o[:2 #)+0 = oc, 
即 得 (2) Ж. 
$ 7. 素 数 定理 的 初等 证 明 
命 
RG) = 5(z) — z. а› 


由 定理 1. 1 可 知 素数 定理 与 


+З, 数论 导 引 





lim = 


等 价 . 在 证 明 (2) 式 之 前 , 先 证 以 下 数 引 : 
引 1 223,01 


У losg ong = Tiog z+ Обов: 


= 


RG) о D 
工 


logp logg ~ logz + O(log logz), 
Хм — В ИЕ 
logp_ — O(log logz). 
= plog 22 


їй AM = У) 1 和 ,由 定理 5.9.1 可知 AG) = logn+ r, „И, = OCD. 
= 


У ogp logg — P” ч - У) ор 2: + Обов) 


< 29 


= D(A) ака Dior Ë +в z) 
= n 
= 2 A log 至 一 log 二 +odog z) 
= Ут . (1+2) )+o( (1+5 ))+ Очок => 


= тоёт + O(log z). 
同 法 ,利用 上 式 及 分 部 求 和 法 可 知 


logp logg — 
> pa A = юв O(log log z). 
又 由 于 
Z мов TaZ 





+00) = O(log logz) ， 





=m 
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У) -logp_ = PAM- AnD) z 
log E 











ےد 
27 
вт‏ 





引 理 证 完 . 
引 2 + 7 Joge legs = 22+ 0) ez2. 


证 : 命 B(n) = рса logg, С‘) = p 


xo + урн - goegi, yw Во) 








logn logn 
Cdz]) , Bz 
= Е + РИ +> (Сою + Bo) [рт ers) 
工 
一 2z + O( Gz )* У) C2nlogn + O(n) = 
z 
一 2z + O( Gz): 
引 理 证 毕 。 


313 R(z)logz = > loge osa (Z. )+ основ log) G> 3). 
证 :由 引 1 及 引 2 得 
= оць = 215 SEA _ logg logr 
موا( )د‎ = =) ве ee 


ду 


= 2zlogr У) gz loer (E)+ Основ log. 
将 此 式 代入 Selberg 公式 ( 即 (6.1) жу. 得 
sDlogr= У Е )+ основ logz). 
将 (1) 式 代入 上 式 , 由 引 1 即 得 本 引 理 . 


“Фи, 数论 导 引 





引 4 IRIS HE |r(z)|+o( lesz) G>. 
证 :将 (1) 式 代 人 (6. D RE 
R(z)logz 一 一 Ук (5 lop +O, 
= 
故 由 引 3 可 知 
2 | R(x) | logz < > [®(=) 


+ O(zlog logz). 
由 引 2 及 分 部 求 和 法 ,并 注意 || «|-161|<|а-61,& 


21 RG) | logz < У (вр + У) ону )(|#(#)|- RG) 


+0(J;logp + X) вео я )+ ослов logz) 


Юн) 
a(#)|- let 





pe logg | =) 
вр У 10824 pq 














«Ха Тов?п (| | 


+ O(zlog logz) 
<22 |а) [но (002) -9())) 
+о(: У) Бе (1 ат) + Осон loan. 


由 定理 1, 2 可 知 





> Бы) 


(5) (Беа аа) +069 


=o 


1 
D rr рең)” OCxlog logr)， 


2 | Rez) |logr < 23) |802) осв logz). 
= 


ВЯ ЯТ 8K uE. 
引 $ #*#<x>1.W 


PA = logz +00), 
< т 
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D3(E)= z og z+ OC. 


= 


> (z)= Pas УУ 


< 


= oe G +00))= zlogz + OG). 


lo 工 
316 > PERO) =— > TReoR[Z)+oco, 
证 :由 Selberg 公式 ( 即 (6. 2) 式 ) 及 分 部 求 和 法 可 知 
Улов plog Z + УЛювр logg log È = 2z logz + Оба). 
= ре Pa 
由 于 
1 1 
СЯ = > tof) ШУЛ - У 1+0) )， 


<<. < 


代 人 上 式 并 交换 和 号 ,可 知 
DEDlogp+ 5 Урон = = 2zlogz +062), 
а" 


& 
即 得 
У) Foon + У) 1909 (2) = 2zlogz +0). 
= = 


将 (1) 式 代 人 上 式 , 并 利用 引 5, 即 得 引 理 . 
37 Жо<Зо<1 НЯ, x > z 时 有 
1800 |< =, (3) 
则 存在 x, x > z, 时 ,区 间 ((1 一 o)*z,z) ВА ЕКС.) 54 y < z 


< ey f 
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291-0 
此 处 a= Ta 
证 :由 引 6 可 知 
|; = SER (n) 





<| £ 1к00в(2) 


než 





+ |z: LRONR(E (2)|+ |; 2. TRooR(Z z)|+oo 


<= У) Т+0 = о роб 


nect 


MN x > r 时 ， 


王 ozTz)logz 十 O(z)， 





У) SEER Cn) 
mr n 


HA z = (1—д)"х. 
倘若 ROD 在 (zx,z) 内 不 变 号 , 则 必 有 y(z' < y < z), 使 


|| > logn < e (x + z')logz + Ol). 











由 于 (1 一 o) < E, 
RO) z+ ad +10) 
82 |< 2 +) (> но оба.) 
<LO a> a, w 


但 车 RCn) ЕСГ”, г) 内 变 号 , 则 显然 有 y(z' < y< z) f# | КСу) | = O(logy) С) 
ADRS. 
1< y <y 时 ,由 引 2 可 知 


log p < 267 -»+о(®—). 
由 (1) 式 即 得 
| RO) =R) |< o - +o(j 25). ®© 
Raz <i < туу й@ (4) RR e" < ê < €. tı (4), (5) 可 知 


|< ROD). + h- 
я ly 
aQ +з 
= 4 





1+ -о+о( 2). 
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НИ <<<, 


ROD <. 1 (5 1, ا‎ 


十 





<%@+5® +0) Eta 








logz 


当 < үчү +В бу, < z ËR у 即 合 所 需 . М, 





1+7 
> IFs" 
mH ey > 
引 理 证 毕 . 
素数 定理 的 证 明 СНЕС OR r, Ч x > 区 时 有 
0) > cr (6) 
(此 即 定理 1.2). 由 Selberg 公式 可 得 


90) = 22 er 3 (%) )logp + 0( 


gr > ИЩУ" y PERE. 


бат) 
=2:- 2200 )iogp— e 3 (EE)ogp + О(гжу) 


< 2-E чо > двр) +о( 


С ба) 





= 2-02 +0( 
由 (1) 式 即 得 


IRC) |< or (r> Xo, в 


к82)< Ë -+)z «>>. 





s|. 0<a <1). 
fr 


= а-в", جا دى‎ 
p= aa)", г ae 


由 引 了 得 知 存在 xs > xor x> x, AEKA O (£< F < Ê tt 
ЗМС, ey) y, < n< dy, M, 
|ге(#)]|<*:®. 
由 引 4 可知 
IRG) | <в= Gh кє 2. |(®)|+о( Z) 
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or l até, z 1 z 
== >. atoa ` ez S, ا‎ ) 
= esse, 











РРБ z2 n кє У (#+о(к))+о( Z) 

















а) 
— aaye 

<a|' 1024log pl | a) 

<a(1- сИ о Z) 





— ЕУ 
<.(1-< э == ах «>з >=), 


ЖА а < в. 不 断 用 上 面 的 手续 得 到 
IRD <от (r> =,), 








o, = om (1 0) о (1 Оа) <. 
<.(1- 927), lima, = 0. 





明 所 欲 证 . 
$ 8. Dirichlet 定理 


定理 1 (Dirichlet) š k > 0,12>0,(k,D = 1, 则 形 如 如 十 ! 之 素数 之 个 数 无 
9. 

本 节 将 证 明 下 面 较 定理 1 强 的 定理 : 

定理 2 #k>042>0(kD = 1, 则 


log? „1ш + O01), 
ИУ 
此 处 ”表示 就 所 有 不 超过 工 的 形 如 kn 十 ! 的 素数 求 和 . 与 O 有 关 之 常数 仅 与 


АНХ. 
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证 明定 理 2 之 前 需要 下 面 数 引 : 
若 X 为 非 主 特征 , 命 
$ ZO) S Xl 
100) = > TE, 0= > ар, 


引 1 设 X 是 非 主 特征 之 实 特征 , 则 LC(X) 天 0. 
证 : 命 
Fw = Уух). 
п 
由 于 
1+14+1 =1 二 1, 著 X(p) =1, 
ЕС) = 11 一 1 十 …+1=1， Ор) = 一 1,4 为 偶数 ， 
1 一 1 十 … 一 1 =0, FID) = 一 1,4 为 奇数 . 
而 FO) 又 是 积 性 函数 , 故 


FO) >1 





1， #n 353432. 
о, 其 他 情形 ， 


故 
боз = DE > У l-o 
< 


但 另 一 方面 ,由 于 当 X 非 主 特征 时 ,有 


у) UP oan, У) Хои оона) сао, >). 


<, < 


《此 可 由 习题 ОРЕ 6.8.2 得 之 . ) 故 由 例 5. 8.4 得 


бо) = У hy Dx) = У" 


= 


= Жут У ЧНУ ут 
453 


z + 191, Е. 区 
= Za tot + а Ë [Ë +е+о( 2)) 
= 2/2 < 0 +00 

“< 


= 2421.00 +00). 
# LOO = 0, 则 бох) = OCD. KRI RE, 089138. 


92 LOS соди) |00, FLD #0, 
тол 一 logr 十 O(D， #100 = 0. 


O 


(2) 
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证 :在 定理 6. 3. 3 内 命 HOD 一 X(n),F(n) = п, МН 








боз = D F(Z)HOD = z У) ® — лоо + OG, 
з=. = n 


z= FD = $уноюб(#)ною = ор У) OED + O(a), 
бе * 155» a 
即 得 


LDS соню = оа). 
= 


# LOD #0, у, DED — OC) врея а.а) = 0, 则 在 定理 6. 3. 3 
= 
Й F(z) = zlogz,H(n) = X(n) ,#& 
3 5 X(n) 
Ga) = Zr (Eu = =>) Кок = 
= LGD=zlogz — L GD = + O(logz) 
=— L, (X)z + O(logz). 
由 于 例 5.8,2 可 知 忆 log 2 = Ост), 
= 


xlogr = У) нбюб(#)но) = Урок (= L = 
<<. я = я 
+0( =} =-ва=У aD + Оса), 
引 理 证 毕 . 


引 3 у; Көш _ 0. 车 L(X) #0, 
= p 一 logz 十 0(1)， #100 


E, у) Dlo - yy XDA + о, 
рек’. ZE: = s 





= У Dog ж + O 
а" 
‹4ух‹а' „ 
= ва +00) 
=> хо уу Xd )logd’ + 0(1) 
4 4 
= < 


Jow 


log + 


= У earal, o +0 
= =74 
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= LOD ERD + oc. 
= 


故 由 引 2 MPA. 
314 iX 为 非 主 特征 , 则 工 (X) #0. 
证 : 设 N 为 mod 人 之 非 主 特征 之 中 ,使 L(X) = 0 者 之 个 数 . 又 以 ЖЖ 
mod k 所 有 的 特征 . 则 由 引 3 及 定理 7. 2.4 与 定理 7. 2.5 得 
gD У) SEP yy 0108 _ уз юв. у Уу X(p)logp 
aan mmr P = Р жш Р 
, = ë 
= (1 = N)logz + O(1). 
mm ею У bgp > O, O < N < 1. LAF X ВМ, MD LOO #0 
„ыы 
否则 亦 得 L(X) = 0, 则 N > 2 £. 而 当 X 是 实 特征 时 ,由 引 1 知 L(X) 天 0, 故 N = 
о. 引 理 得 证 . 
定理 2 的 证 明 ”由 引 3 及 引 4 得 


НР: 站 = OD, 


= 
故 由 习题 7. 2. 2 得 
ео) У) 1%2 = Ул уу КОРР 
А ао 2 
-5 кар + Dro y ор = logz +00). 
Я в ^ 
DA PAKE. 


习题 . 若 (k,1) = 1,1 k RUE 
KD = 1 





= 
p(k)logr 
提示 :1) 命 
ad= У) bg, ас) = У) AMD, 
ш» Er 


则 
= =ч, - = aw -Ta во), 
Plogr $ АО 
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lin нь D i 


Foe е0 ШУ 
2) 证 明 : nd)log’ $ = AG)1ogn + УзА А. 
=: = 
将 上 式 两 边关 于 n 求 和 , 求 和 的 范围 为 :1 < n < z,n = 1 (mod k), M 


У) log'p+ У) logp ова = gez +02) 
„шь „шь a 











及 
2 
D(z)logr+ logpgz( 三 )= 一 -zlogr 十 O(z)， 
(x)logr Уо: (5) кюе + OC 


kát p AFIRE pp = 1 (mod k) OW. 


3) fr 
0 (z) = -Z +R (2), 
#00 
м 
Ri(z)logz = > ) ронка (=. )+ ослов log). 
zlog logz 
КОРКА 








DI SER = у У) вов, (=)+ 062. 


РЕС 


6) #0<а<1,Н##ЖЕ z, x > л, Bt, | RC) |< 二 >' 则 必 存 在 z, 当 = 





> =. М ХИ ох, =) №8 ЕКО.) (8 = © 
< m, 


SEE 


Ri(z) 
z 


1 etè 
e 2 
7) 试 先 由 定理 2 导出 存在 mw Ë za, fÚ 0 < ax < 1, z > №, 


IR,G) |< =. 
#00 








再 由 此 并 利用 4),6) 即 可 证 明 


lim 


RD _ 
z 


ETE EKSE 











$1. 简单 连 分 数 
分 数 
ae 十 1 
a+ 1 
а: + 1 
а, + 
£ 


谓 之 有 限 连 分 数 (finite continued fraction). # N = =, 则 简称 连 分 数 , 此 时 之 连 分 
数 之 确实 代表 一 数 , 将 于 以 后 证 明 , LZ EE IM. 故 通常 以 符号 : 


ari 下 
а фа + фах 


或 
来 表示 , 由 计算 易 得 

Га] = 学， Cana] = SF, [шд] = асаана 
普通 写 


[assai wa.] = р, о<л<м. 
Жир p, Rq. Жа» за, =a, ZEAR. НЕ a f KK. 其 分 母 4. На, ХХ. 
É: 名 为 [au,…vav] 之 第 ?个 渐 近 值 或 源 近 分 数 (mth convergent. 


жш: 诸 渐 近 值 间 有 次 之 关系 : 
ро = а, р = аа +1, реа раа (Q< n< №, 


+4: @<я<М). 








Са а 
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证 :n = 0,1 及 2 时 ,可 以 直接 从 运算 得 之 , 设 m < N, 且 假定 


— Pa — ap- Раз, 
qu ады 十 gm 


此 处 Pui gumi Part aa Ш ЯУ аз, зат, 有 关 . 进而 用 归纳 法 以 证 明定 理 , 因 


Саг." а.) 











Вы гаа, wT ы. 
Pan = [asr san ram ] = [esas + | 
+1 + 
_ (+) + Pn: > nap + рез) + рь 
(ata +а.. maa ке че 
Tan 
— ampa + pai 
anqa Fmi 
故 得 定理 . 
定理 2 р. Ка. 适合 下 列 诸 式 : 
Pami — ел. O 
即 
Ё. Рез m 
С 
及 
pq 一 pq = а. (n>2. 6] 


证 :(1) Жи 1 时 显然 成 立 . 用 归纳 法 及 定理 1， 
Ф.да — Рел, = Сара + PDQ, — реа (ааа 十 gz) 一 (一 1) 
又 由 定理 1 及 (1) 式 可 得 
Фада — Реад. = (ар. + рел) — Вела + Чез) 
(Pri qa — Praga) = С Dan. 
ЖХ Жа, 为 整数 ,al ,az,… WIERK. 


EEE a 
a +a: + 

谓 之 简单 连 分 数 ,本章 所 论 仅 限于 简单 连 分 数 . 
由 定理 1 及 2 可 立 得 次 之 诸 简单 结论 : 
定理 3 (i) % n > 1.019.229 +1. >п. 


Gi) Pen < Pa. Ры > Риз 
Ф Qima Qa 9-2 


Gi) ЛИМАН rk W REA SPR. 
命 a 为 一 实数 . 取 a。 一 [oj, 命 





Жа, = [a]. 
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再 命 





ú= Е. ж а = 14:1. 
续 行 此 法 , в 
=， 了 


等 等 .显然 ,着 只 能 做 有 限 步 , 则 a 必 为 有 理 数 .反之 ,车 = HAAKE, = 1, 
s [a 
Ma = [2]. 


k= 2-[2]. o<}<ı, 


а 4 а 


[k= Fn. 0<n <q. 
又 同 法 


EN s 
ч-" [2] - =r, o<n <n. 


Мга 为 有 理 数 , 则 连 分 数 之 计算 与 Euclid ЗРЗЕ RFE HIRED) ЖИЙ yi ЭСИ) Ж. 
且 屡 次 所 得 之 商 即 为 as,a va,…, 故 得 次 之 定理 : 

жаа 凡 有 理 数 必 可 表 为 有 限 连 分 数 . 

刻下 立即 发 生 次 之 问题 , 即 表 法 为 唯一 否 ? 由 显然 例证 : 


a+ + 


1 
可 见 表 法 非 一 ,换言之 , 若 av > 1, 则 
[aa 一 [ao 


# a, = 1, 则 有 





[ao .***,a,] = [oo 
故 一 有 理 数 必 有 二 种 表 法 ,一 之 ”为 奇 ,他 之 为 偶 . 若 = 非 有 理 数 , 则 上 法 得 出 一 
数列 





ао ал азу 


如 
к = [3,7,15,1,292,1,1,1,21,31,14,2,1,2,2,2,2, 
1,84,2,1,1,15,3,13,1,4,2,6,6,1, 





定理 5 命 


а. = [as sa: ma]， 
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M| a, 之 极限 存在 . 
ЗЕ: a, = 包 /e., 由 定理 3(ii) 已 知 
ашы < awir am > az 
Жаш 成 一 递减 之 数列 ,而 а„ 为 一 递增 之 数列 . 又 由 定理 2(1) 可 知 


а 2 axa 2 am 2 аз. 


аз, 之 限 存在 ,er 之 限 亦 存在 . 更 由 定理 2 及 定理 3(i) 可 知 当 nm — co 时 
一 0. 











习题 RE 


оо 0 0 0 1 a 
并 证 明 q. 为 由 上 行列 式 中 除去 第 一 行 第 一 列 后 之 行列 式 之 数值 . 
习题 2. Miu): 
1,1,2,3,5,8,13,21,-- 
(ш = u = = ш + u,G 1)) 称 之 为 Fibonacci Df. 试 证 明 


O FAHD 之 第 "个 源 近 分 数 为 和 


GD И Газа оза) 2а, Фа, = 2012 0) 外 ,所 有 之 afi Z 
n) W$ 1,05 m > i 时 有 


Pa — шили. + ши, 
Qa шшш tuju, 


习题 3. 各 人 知道 ,朔望月 就 是 从 太阳 上 来 看 月 球 绕 地 球 一 周 所 需 的 时 间 ,也 就 
是 相同 的 月 面 位 相间 相隔 的 时 间 , 它 等 于 29. 5306 Н. 交点 月 ,就 是 月 球 在 它 轨道 
上 从 “交点 ”开始 绕 地 球 一 周 再 回 到 这 个 “交点 ”所 需 的 时 间 ( 所 谓 “ 交 点 ”就 月 球 绕 
地 球 轨道 跟 地 球 绕 太阳 轨道 的 交点 ) ,等 于 27.2123 A. 试 证 日 ,月 蚀 之 周期 为 18 年 
又 10 天 . 

习题 4. 火星 最 亮 和 离 地 球 最 近 的 一 年 ,叫做 火星 的 大 冲 . 吾 人 知道 地 球 公转 一 


周 的 周期 是 365 Û 日 ,火星 是 687 日 . 试 证 火星 的 大 冲 每 是 15 年 一 次 . 











第 十 章 WIE E + 237 + 





$2. 连 分 数 展开 之 唯一 性 


ЖХ a= lansam e] 称 为 连 分 数 [as ,ai за) 之 第 nn 十 1 个 完全 商 
(complete quotient). 
定理 1 a= aja = DEl g o Рафа, 
а aq. + 9-2 
Ж а 为 有 理 数 ,此 式 之 真实 性 止 于 N. 
证 : 当 n = 2, 此 式 显然 . М> 2, 因 
1 


а= [аза], № аа. +2 
故 由 归纳 法 之 假定 ， 
„ен ЕЕН. 
z 
шесе ирет 
定理 2 KH 


а, = [a]. 
但 若 为 有 理 数 时 , 则 有 一 例外 , 即 当 ax = 1 时 ,av-, = [as-] 一 1. 由 此 可 见 表 有 
理 数 为 简单 连 分 数 之 法 唯 有 两 种 . 
证 :在 人 有 次 式 ， 





证 :假定 
а = Газ sai нал, =] = Cbs sbi ,bs 
显然 可 得 m = [a] = 名, 同 理 可 证 @ = bi riba, = bosai = bissana = bı Î 
EE a, = b.. h 





中 本章 中 所 谓 无 理 数 乃 指 实数 之 非 有 理 数 者 . 
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a = [asr rani san] = [aor rami В], 


可 得 

а РР +per, 

аа Fara 5 +q 

即 

(а.— В (pz aq. = pesqe1) = 0. 
由 定理 1.2 可 得 

a= fh. 

故 


а. = [а.] = A] = 








(车 a 为 有 理 数 ,此 式 只 当 1 万 mn 过 N 一 2 时 为 真 ,而 sw = ПИ, E 4,/4. и 为 一 递减 
函数 


证 :已 知 
арра, 
азад. 十 go 
故 
as m ag + рал _ p. 
q. аы. +91 q. 
aSpa tta) С, 
Ч. (ата. 4.0) 4.0019. На 
故 


= qa о аз ел 
a= ag. Farî araq. Far 


НАЯ, Я am = aa 之 情况 外 ， 
0< <1. 
IIN a= а, + Мазь ,可知 





页 二 1 = 1 = 1 
qaa ана. На” бата 19. ta ан +q. 
1 1 > én 
>— =L. >š. 
2 агаа 十 9 qa: 








最 后 一 不 等 式 中 ,等 号 仅 当 аы = arl a WAARM, n = N 一 1 时 成 立 . 
故 得 定理 . 
由 此 定理 立 可 推出 : 
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定理 5 若 a 为 无 理 数 , 则 








| 1 
gl E 


只 当 a 为 有 理 数 及 n = N 一 1 时 , 取 等 号 . 





定理 6 





$3. 最 佳 渐 近 分 数 


在 分 母 不 大 于 N ZASP A a 最 为 接近 ?最 接近 之 分 数 名 为 a 之 最 佳 
渐 近 分 数 . 今 往 证 р./ч. 即 为 = 之 最 佳 渐 近 分 数 . 
定理 1 й"п>1,0<у<..Н р/ 5 p./q.. W| 





Luma 
故 在 分 母 不 大 于 q. 之 诸 分 数 中 ,以 p./q. 与 a 最 接近 . 
证 : 若 能 证 明 
| р — Фа 1<1 р |, 
则 定理 已 明 . 


Фе = [四 十 去 此 时 全 = a, 故 结论 显然 成 立 . 


Ча < [e+ tHE n = O Rf, BRIM a > [a] 十 让 ,此 结论 对 二 1 


真确 ; 今 假定 此 结论 对 п — 1 真确 ,而 用 归纳 法 证 明 此 结论 . 
# a < gm1, 则 由 归纳 法 假定 
| реа — Ча |<] р в |, 
故 可 假定 q. > 9 > аа. 
#а= а. 





HM a, + Û < а < a +1. ПЕНИ MOBE qi > 2. B 
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由 是 得 
ПЕВ 





ССА 


故 今 可 假定 4, > а> а... 我 们 写 
ир. рә = р. ш. ч.1 = q. 





MJ 
CPs — Рел.) = Pa — че. 
由 定理 1.2 得 
u =E (раа ¬ Фра), 
同 法 


=+ (рд. —р.), 





Ku R ЕЗЕН 
9. > 4 = шщ. + ч.1. 
био 一 正 一 负 .又 由 定理 2.4， 





Р. Фа, р. 4-а 
FE. Kk 
u(p.— qa), обрел — ела) 
同 号 .由 
PQ = и(р, — qa) + ор, — ла) 
可 知 


Гр е 1>1 р. ала [> р. — Фа |. 
Bl. fE = = [3,7,15,1,292,1,1,…] 之 渐 近 分 数 得 
3 2 3 355 103993 104348 ... 
1 ’7 '1067113' 33102 ° 33215 ° 
TE LIR. FET 500 EBAZ 及 帝 率 中 5( 此 率 较 西 洋 最 


早 之 Otto 纪录 时 千年 之 谱 ). 最 有 趣味 者 , 祖 氏 二 率 皆 属于 最 佳 浙 近 分 数 之 列 , 换 


言 之 ,分 母 不 超过 113 之 分 数 ,无 数 比 3 更 接近 于 者. 


又 由 定理 2.6 可 知 

















1 1 
|: = < 113 X 33102 < 10° 


жүз ЖЕ, СУЗИ 484355 = з. 1415929 HMA. 
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ш. 





$ 4. Hurwitz 定理 


定理 1 于 a 之 二 连续 渐 近 分 数 中 至 少 有 一 适合 





即 
(gm =q)? < 0, 
此 不 可 能 ( 若 ” > 0). 故 得 定理 . 
由 此 定理 可 得 : 若 为 无 理 数 , 必 有 无 穷 个 p/a 使 
1 
|< 5. 
定理 2(Hurwitz) ”于 a 之 三 个 连续 渐 近 值 中 必 有 一 适合 








-上 上 |< 
т |< 
а = Вя 2.1 






1 1 
一 
10 + q1) Blant Be) 


今 往 证 明 ,不 能 有 三 个 连续 数 = л —1,л,л+1{# 








°ї+В <, 
今 假定 (1) RM i= n 一 1 及 i = nn 为 真实 ,由 
a 
а 
及 
1 Фа 2 ааз аз 。 
& qa 9-1 а 
м 


a) 


(2) 


1и. 
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立 得 
1, 1 
1= z< (6-&)<5-№, 
即 
+: <s. 
因 BB 为 有 理 数 , 故 不 能 取 等 号 . 即 得 
RKR—V5BR+1<0, 
即 
-< 
WA 一 1, 故 
及 > 去 5 一 D. 
同 法 : 若 (1) RA i = ni 一 ”十 1 为 真 , 则 有 
Bn > 45- D. 


由 (3),(4),(5) 各 式 可 知 
а. = а < -A <= 65-0 =1, 
此 不 可 能 , 故 得 定理 . 
由 此 定理 ,可 立即 推 得 ， 
定理 3 E KH a 有 无 穷 个 浙 近 分 数 使 





不 能 有 无 穷 个 解 . 
证 :a 265—1) 即 其 例 也 .车 不 然 , 设 
Це 0232. bad 
75 D се J T 


1 و‎ 
Ea 959—2. 


= 


B 


w 


(5) 
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平方 此 式 可 得 











Esa = (4+ )م‎ е=юм-ё+ю. 
当 9 充分 大 , 则 
ё _ 
Ë: ма] <1. 
故 整 数 
加 一 个 十 太一 0， 
即 
(2p + q)* = 5g. 
此 乃 不 可 能 者 
$5. 实数 之 相似 
定义 1 若 # 与 ?为 二 实数 , 且 
#2428, аа =+, abcd NRK, а› 
etd 


Ml € tš g 谓 之 相似 . 此 种 由 ?而 之 关系 , 调 之 模 变形 . 
1.e = a+r = + ИВ. 
9l 2.8 = Cart] = a t + ЖА. 


P 3.a = [ао зата, тла, ) 可 以 看 成 为 例 二 所 述 之 模 变形 之 ”次 连续 运用 . 
而 得 出 之 模 变 形 为 





关于 相似 性 有 次 之 诸 性 质 : 
G) 一 数 必 与 其 自身 相似 . 盖 = 7 是 一 模 变形 (a = d 
GD 车 与 9 相似 , 则 与 # 亦 相似 . 盖 由 (1) 式 , 可 得 了 
而 此 亦 一 模 变 形 也 . 
Gü) 荐 与 9 相似 ,9 与 # 相似, 则 & 与 # 相似 BFF € = (ay +b)/ (ep +d), 
= Са: +5)/(с + d; ) , 
€= (аа +h E+ (аб, + hd) Сеа + de E+ (hı + dd}, 





lsb = c = 0) 也. 
Са 0/0 +a), 





此 处 
(аа, +i) Ch, +dd,) — Саб, НЫ, ) (ва, + de) = Cad — Б) база Ыс) =+1. 
定义 2 GD 中 最 后 得 出 之 模 变 形 称 为 前 二 模 变 形 之 积 . 
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定理 1. 凡 有 理 数 必 相似 . 
JE: 设 р/а (р.а) = 1 为 一 有 理 数 , 则 有 p жа 使 
a-a = 1. 





к 


p geot 
q 9 0+9 


即 有 理 数 都 相似 于 0, 故 得 定理 . 
定理 2. 模 变 形 (1) 可 以 表 成 为 连 分 数 之 形式 
€= [ао зал ака), #22 D 
的 必要 且 充分 之 条 件 为 有 二 整数 td E 
c>d>0. (3) 
证 :1) 由 (2) 可 得 


0+b 
о+а’ 





аа —к =—1. 








E= (rin ре) баата), 
此 显然 适合 条 件 (3). 
2) 今 对 d 行 归 纳 法 以 证 明定 理 之 北部 分 
а= لال1‎ a = к 1,80 
£= (Gk + D+) +D. 
HRES M 


= = [bse]. 
若 取 负 号 , 则 





6-14 О = [1,1,c—1,0]. 
可 +1 
€= Ok +a — balat +c — da) w 


t= lal =q+ 
之 积 等 于 (1) 式 .如 取 g 使 0 二 c 一 dg < d( A d > 1,(c,d) = 1), WJ 
(4) 式 中 对 应 于 d 之 元 素 小 于 d , 故 得 定理 . 
жиз. 二 无 理 数 相似 之 必要 且 充 分 之 条 件 为 





换言之 ,其 连 分 数 之 展开 式 中 ,自若 干 项 之 后 完全 相同 . 
证 :1) fy ® = [ceci "J, W 
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ар. + рел 
о. + 9-1 


Жо БЕН. Ио БУ у И. 
2) 若 & 与 7 相似 , 则 
ТЕНЬ dJ" ad — bc =+1. 
可 以 假定 сё + d > 0. 展开 为 连 分 数 : 


€ = [aost sa, sami o] = [as = 


= [aoras ran w] = „Раа арла =+1. 





sarira] 一 
= (apr + Рел) laiga +). 
相 并 可 得 
q= (Ра Ка $)", 
ЖАР = apra + iq R = apr Hogni Q= cp 十 内 FS 一 срез daa P, 
Q,R,S "ЖЖ, ЕЯ PS 一 QR =+1. 
由 定理 2.4 可 知 


ра = Wt pr = t+ 1а 11, а 11, 
ал ат 





Q= (¢+ darı + 一 e+ Dan + gh. 


П 
h ¢ +d > 0, де, >#— 2. > qs 十 1( 定 理 1.3), 可 知 当 上 充分 大 时 ， 
Q>S>0. 


由 定理 2, 可 知 





故 条 件 之 必要 性 获 证 . 
f Ма) 为 最 大 之 数 ,使 得 对 任何 e > 0, 不 等 式 





| l< SESE 
жж ий. M.M (LS 一 1) ) 一 V5. 合 





ANS E 
q А 
则 
а= CD (e+ ti), alsi = [asa sane 
又 


= АЗАЙА 1 а... 
q tla atqa a +a + qa 
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Жар НЫ, И: 充分 大 时 a, = b 故 可 得 : 
定理 4 начан М 

Mla) = МФ. 

由 此 可 得 :车 = Сб — D 相似 , 则 适合 


|2- А> 





1 
ж" 
之 解数 有 限 .进言 之 ,着 不 与 半 (/5 一 1) 相似 , 则 MCe) 之 情况 何如 ? 吾 人 有 次 之 结 
R: 

# a RDS — D 相似 , 则 Mo > В. WRAZ МИН a 
£ -a| 
全 "< 高 
хз. 
又 车 a 与 1 十 V2 相似 , 则 M(a) = VB. 普遍 言 之 ,可 有 次 之 结果 ; 
定义 “为 一 自然 数 ,如 
и? +u + ий = Зило 
有 整数 解 (oww) 则 此 u 9 Марков k. 最 初 之 十 个 Mapxon 数 为 
1,2,5,13,29,34,89,169,194,233,433，… 
(Марков 数 之 个 数 无 穷 ,将 于 次 章 证 明之 )。 


Жаз 
(Мани 20) 
相似 , 则 мал = 加 二 ,此 处 之 为 Mapxos 数 ,及 世 为 对 应 之 解 , 且 若 不 
与 a.(1 исо 相似 , 则 
азе 





有 无 穷 个 解 - 
由 此 可 见 ,车 a 非 具 有 理 系数 的 二 次 方程 之 根 , 则 对 任 一 u 常 有 
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ЛЕЙ M(a) = 3 之 数 ,以 上 所 述 之 结果 之 证 明 不 在 此 书 范围 之 内 ， 


$6. 循环 连 分 数 . 


ENL MISLM, Hia = as, 则 此 连 分 数 亩 之 循环 连 分 数 ,或 亩 以 人 为 周期 
之 循环 连 分 数 , 书 作 
Гао ене sau» sår ott эйе]. 


先 举 数 例 ， 


аа 
+1 2+7- 


= т#рт” = 01.2] 
8 =1+4 те) 
М5 = 12,41, =li] 
此 建议 : 
定理 1 一 连 分 数 为 循环 连 分 数 之 必要 且 充 分 条 件 为 此 数 为 一 有 有 理 系数 之 
二 次 不 可 化 方程 式 之 根 
证 :1) 命 
а= [arse värsi] = [an retraia asal], 
即 得 
„= Бе ЕЁ 
E Фаня 
Жажа 


Фа? +({— ра: р = 0. 
С p/p lq 为 [at азала) 之 最 后 二 渐 近 分 数 ) ,又 
а = (prvak + Ра2)/ ла Чь +). 
故 知 a 适合 
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aa" + la + c = 0. 
因 а 为 无 理 数 ,故居 一 4ac 非 一 完全 平方 . 





2) Ka êê 
ва? + ba + c = 0. 
@ 
ж, 
则 
а = (priant р) 1 (ала qe. 

以 此 代入 上 式 , 则 得 

Аш”: + Bat С. =0, 
式 中 


a 5 ары 46.9. F qs 
B, = Zap pea + bC pqs + Praga) + 24.192, 
С, = арі: + hpiqes аа. 
# A, = 0, аа? + ba +c = 0 有 有 理 根 , 是 不 可 能 , 故 A, О, H 
А.у + B.y +С, 





之 一 根 为 a. 直接 计算 可 得 
B} —4А,С, = (b —4ac)Xp. aq; 1 — Ре 19.1) = (В бас). 
由 定理 2.4, 


Ln 





Фа = ада + =, la I<1. 
故 
_ д.4 д. 1 
A. = [aa +) +a [aa + E )+ оны 
= (ae + НО, + шд. ав = 
= зав, Кав. 
由 此 立 得 
14.1<21a |+1а1+151. 
RC, = А... 
1С.1<2 | а |+| a +I bl. 
再 由 


B} 4 | A.C. |+| #' — 4ас |< 4(2 | аа |+| а |+] b |)? +1 # — 4ac |. 
故 A,,B,,C, 之 绝对 值 小 于 与 ”无关 之 数 , 即 只 有 有 限 组 (A.,B.,C.). 故 至 少 有 同 
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一 (4.,B,,C.) НЯ. л = mı ‚л; ‚л, НИ СА, В,С.) ас заг, ,a 为 
Ау + Ву +С, =0 
之 根 . 故 至 少 有 二 者 相等 . 设 





故 连 分 数 是 循环 的 . 
$ 7. Legendre 之 判断 条 件 


НИЕ, HÊ Жо 的 一 个 浙 近 值 , 则 





-2|<2 

a 4 |< z 

但 此 并 不 保证 去 Жа ZEM, SERRE Ha 之 一 渐 近 分 数 之 必要 且 充分 
之 条 件 . fr 











M 
当 可 取 n 使 (一 1)"' = = 原 式 可 写 做 
کے‎ 
qa очы 
由 次 式 以 定义 B: 
如 是 则 
D рр ры С 0) 
чы ataa qa qelqapiqa)" 
故 
tE En 
9 аваг 
解 此 式 可 得 


B= (4..9. / ра) 
因 0 一 9 一 1, 故 8B>0. 
а) 式 即 谓 
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а = [as ==" sana f]. 


# p> 1, 则 
B= а. (= Га, за. 1). 
即 р/а = pr ları H a ZWE. 
# 8< 1.8 о, 


a+ 





即 





ao +c ee]. 
Ща, a, J Ea ZOE. EU f > 1 为 必要 且 充 分 之 条 件 ,换言之 : 
定理 1(Legendre) fy 
四 一 ge 一 加， 





展开 





м2 为 a 之 渐 近 值 之 必要 且 充 分 之 条 件 为 





< 二 
ЮВ a> 1 之 改 书 也 ). 
因 
故 立 得 ， 
定理 2 ” 若 有 一 有 理 数 p/q 适合 
p|. 3 
<" 
W р/а 必 为 a >И. 
ЖЕЗ #р>0д>0,Н 
lp а <a 


W р/а VH a 之 一 渐 近 值 . 
证 : 命 





Фф = da, e=+1, 0<2<1, 
я 
да 


т 


第 十 章 “新近 法 与 连 分 数 + 251 + 
故 





=a p) = ge Е 
= یچ‎ — р = 289 De 
由 定理 1 可 知 只 须 证 明 
— ва 9-1 





аа р qa Faer” 
亦 即 求证 
да (9.3 + 9-2) < ач + р, 
Ойл = 2, 此 式 显然 真确 ,次 8 一 1,iag, = à < а < р, й). 如 能 证 明 下 式 , 当 已 





ада Prt «аба — qaa), n>2, 


因 
5 =. = 
ой — Pea ар" 
故 如 能 证 明 
Ca 
ав ST 
即 足 , 亦 即 如 能 证 明 
1 
ung Ta < 9.19 
即 足 , 而 此 式 无 疑 真实 , 盖 由 定理 1.3 已 知 
jen 1 
9 
жй. 
$8 二 次 不 定 方程 


兹 讨论 整 未 知 数 =,y 的 方程 
m—dy' =l, 0<|1{<./4. 
在 本 节 及 下 节 中 我 们 假定 d 为 正 整数 ,但 非 整数 的 平方 . 
定理 1 于 YZ 之 展开 式 中 之 形式 必 为 
МР. Рі =4 (mod Q.)， 


此 处 Р, МО. 管 为 整数 . 
证 : 今 用 归纳 法 :显然 


+ 252 。 
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7 21 ‚ = a + a) 
М-М =. № а Т-ТУ” 


шр, = 7.9 = d- JAF. ви: ЕР: а 














d= a +, 
故 所 待 证 者 为 ;有 二 整数 P... R О. 使 
УЧР. _ Q... 
人 


及 
d—Pin=0 (той Qn). 
亦 即 需 证 明 : 有 二 整数 Pu Ж Q... 使 
d + P.P. .Q.P + 9.91, 
P. + Pan = aQ. 
及 (1) 式 .从 (2) RRE) Z Pa 倍 ,可 得 
4-Р: Q.Q.... 











а› 


(2) 
(3) 


(4) 


HÊ Ê (4) , 必 适 合 (1) ,又 由 (3), (4) 可 得 (2) R. 故 今 只 须 证 明 有 二 整数 Pn 及 


Qui 适合 (3) 及 (4). 
由 (3) 式 可 解 得 Pr 之 值 。 由 P; = Pi (mcd Q.) ,可知 
d—Piı =0 (modQ,), 
故 有 Qu 存在 适合 (4) Ж. 故 定理 业已 证 明 . 
定理 2 二 次 不 定 方程 
Z —dyt = С-1›'0. 
常 有 解 . 若 C DQ H | 1 |< /d W 
ر س ت‎ =l 
жие. 
证 :已 知 
— реа prs _ Paa ld + P.) + pQ 
jas вае qa РА +q. Q. ` 
由 YZ 为 无 理 数 , 故 清理 分 数 可 得 
pos = аР. +920, 
адл = pz P. + р... 
Щр. 乘 第 一 式 减 去 以 9,, 乘 第 二 式 ,可 得 
Ф. — daî = (prige: = perqe1)Q, = С—1)"О, 
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定理 之 其 他 一 半 , 可 由 定理 7.3 得 之 . 


定理 3 FE AVA 之 连 分 数 之 周期 ( 即 循环 节 之 长 ), 且 二 二 上 及 
Ра 441 = (—1)°О., 


рына — Фра = С D 
ME: k а 之 周期 , 则 
У4+Р. _ Уа+ P... 





故 得 定理 . 


$9. Pell 氏 方程 


今 往 解 Pell 氏 方程 
s —4у =+1. 
由 定理 8. 3 已 知 必 有 一 Q të 
2—4 = Q 


有 无 穷 个 解答 , 今 依 mod | Q | 分 此 式 之 诸 解 为 О R. 必 有 一 类 其 中 至 少 有 二 


换言之 , 必 有 整数 zi,y йл,» 使 
ai- dyi = x — dy =Q, r >0,у, > 0,1: > 0,9: > 0. 
且 
ху шл(то4|0|}), yı = у (тод | QD), x m. 
今 往 证 


== ا‎ е. 


即 为 Pell 氏 方程 (1) 之 解 ， 
Dz Ry WARK. 因为 


mmn — 4у: у: = 





-dyi = Q=0 (mod | Q!), 
шуму =: ту =0 (modlQl). 
2)z,y 适合 Pell 氏 方程. 因为 
rdy) = (аул, — dy y) — dlar yi — zy) 
= а-ро — dy) = ©. 
3)(z,y) 非 显然 解 ( 士 1,0), 即 y 关 O. FRR, 
i — my = 0. 


由 (zo) = Gray) = 1,8& z: = z, = ye 此 与 假定 相 违 背 . 


O 


м. 
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故 可 知 : 
定理 Pell 氏 方程 





有 一 解 (z,y),y 50. 
由 定理 7.3 得 出 二 一 21 是 V3 之 渐 近 分 数 , 故 由 定理 8.2 得 知 有 
C "q, . 
定理 2 命 为 使 (一 1)"Q, = 1 之 最 小 正 整数 , 则 
-dy =1 








之 诸 根 , 皆 由 次 式 得 之 
z 十 Vay =+ (рл + daa, 180. 





证 : 命 
e = paa + dq... 
显然 可 见 e > 1, 因 
£— =+(«—/Ду), 
故 只 须 证 明 : 凡 
zi—dy=!1 х>0,у>0 


之 根 (zx,y) WIRY x Fy Vd = e" (m > 0). 
命 (z,y) 为 如 此 之 一 根 , 则 
х+у4>1. 
Т Ж m > 0 tt: 
“Sz+ yd <". 
ш 
1<<e"(r+y Jd) < e. 
命 
e "(z+ y d) = (ze — » УЗ (z + y Vd) = X +Y û. 
HVE 为 无 理 数 , 故 
(ze + yo T(z — y d) = x—Y 4. 
HRE 
X'—dY: = 1. 
今 设 
1<Х+/4Ү <e. 
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м 
ое < ХУ" = ХҮ < 1. 

相 加 相 减 得 

2X = (X+/dY) + (ХМ) >1+e > 0, 

2Vdy = (X+/dY) —(X—/dY) >1—1=0. 
由 此 可 知 

X'—d¥' =1, X>0, Y>0. 

H 


1< Х+/ДҮ < р.а + dar, 


因 z= VI 于 dr 随 y 之 增 大 而 增 大 , 故 z 十 Vay 亦 随 y 之 增 大 而 增 大 ; 故 由 上 式 可 
BY <a X< pi WÊ ARENT 之 渐 近 分 数 ,此 不 可 能 , 故 得 X 十 


ҮМ =1. 
以 前 所 述 可 知 z 一 dy* = 1 常 可 解 ,但 


dy! =—1, 


则 不 一 定常 可 解 .例如 x? 一 3y* =—1 ЖЕ. Я z: = 0,1(той4),х' — 35 = л! 
+y == 0,1,2(mod 4), #— 1(mod 4) 故 也 . KABRA d = 3(mod 4) „2° — dy: 


= 一 1 常 不 可 解 . 
但 若 有 хо, у 使 
zê -dyi =—1, 
则 由 
ху Жу, = (z; + У4у 
所 定义 之 zi ,ys 适合 


zx — dy = 1. 
易 证 :车 — dy" =— 1 有 解 , 则 x" — dy: =+ 1 所 有 的 根 可 由 
E Cp, +144. D° 


表 出 之 ,而 ”是 使 (一 1D)"Q, =— 1 成立 的 最 小 正 整数 . 
$ 10. Чебышев 定理 及 Хинчин 定理 


设 8 为 一 无 理 实数 ,定理 4.1 已 说 明 有 无 穷 多 对 整数 r,y 使 
{зд—у|< 1. G= 1 


O 
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由 此 结果 ,看 人 可 以 立刻 引伸 出 下 面 的 结论 : 
任 与 一 。 > 0, 必 有 一 整数 存在 ,使 与 某 一 整数 之 差 小 于 e, 换 言 之 ,点 集 
29 — [29], z= 1,2,3, (2) 
以 0 为 其 一 极限 点 . 
这 里 自然 就 会 发 生 求 点 集 (2) 的 所 有 极限 点 的 问题 . 关于 这 一 问题 ,de6brues 
曾 证 明 :(0,1) 之 间 的 任 一 点 篆 为 点 集 (2) 之 一 极限 点 ,或 更 精密 些 , 他 证 明了 
定理 1 设 9 为 一 无 理 实数 ,8 为 任 一 实数 , 则 有 无 穷 对 整数 z,y, 使 


1а:-у-в1< 3. (3) 
由 定理 4.1 有 无 限 多 对 整数 p,q > 0 使 
8 去 + 高 ，181< Ф.ф = 1. w 
对 于 固定 的 9 及 有 , 常 可 求 得 整数 +, 使 
I@—:I<+. 
由 是 
1+4 
в 2+6 агі. © 
因 (p,q) = 1, 故 存在 整数 对 x,y, 使 
{<<a а-а (6) 
由 (4) 及 (5), 有 
y= 
lem ?| Е Ç ” q м 
=-|#2-Z|<z+1 
-|2 jäta 
Ha> 22.609 


læ-y-p <t 
因 9 可 任意 大 ,而 由 (6),z > f. AZERE EM. 
定理 1 说 明了 对 于 任 一 无 理 实数 9 及 任 一 实数 B, 存 在 常数 <, 使 不 等 式 
lar –у—в1< £ (7) 
有 无 穷 对 整数 解 z 二 0,y. 该 定理 且 证 明 c = 3, 将 此 常数 < 予以 改善 , 乃 一 自然 发 生 
的 问题 . 由 定理 二 全, 我 们 可 以 看 出 < 必须 > a. Хинчин 曾 证 明了 下 面 的 结果 ， 


第 十 章 ”斯 近 法 与 连 分 数 * 257 * 


定理 2 ” 设 9 为 一 无 理 实数 ,8 为 实数 ,e > 0, 则 不 等 式 
1te 
Уг 





129 —у—81< (8) 


有 无 穷 对 整数 解 > 0,у. 

证 ,由 定理 4. 3, 各 人 有 无 穷 对 整数 pag) 一 1 使 ?一 аа < 
ЖИЕ O > 0, ИИ RAIL (9, — К.В 即 可 . ЛЕЯ, та, & 为 任意 
二 实数 (& ,和 将 在 后 面 决定 ),s h 21, ЖАН г, 使 














рх —qy = 18). ha < r< &q. (9) 
由 是 
ao) 
于 此 r= 48 — [48]. 
D ink 
-igz(2- 1, 
<: )< в 
ША 
Рот mir 1 
AEST q 4<4 E 
若 假定 
м, ар 
< 
则 由 上 式 立 得 
EELS 
48 < q 2⁄4 Nê 
即 
EM Ета ща 5+1]. 
pla ê ӨЗДЕ ҮЙ Л 
+ 


ЕВ a a) 
ве] 
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我 们 来 研究 如 何 才能 使 人 —& > 1. 将 不 等 式 


加 以 简化 (上 式 左 边 即 名 一生), 即 得 





e<. а 
ЕЕ Р Н, REREH W Эз ТЕ Ж. ARACH ENEAN 及 (12) 成 立 , 即 


АРЫЯ Le ҮТҮ 
жшпен с < ÊR $t < < 1 两 种 情形 
Die < N> ok 


s| 11 П 
-alada a > 

任 与 一 ?> 0, k = ph = +E ERA ê = €> 1. 故 (9) 中 之 工 存在 ,由 
假定 可 知 


r 


=] аъ 


2 











另 一 方面 , 命 y = ах 十 b, 则 当 工 在 一 区 间 内 变化 时 ,y 在 两 端点 之 一 取 其 极 大 值 ， 
故 
3 2 

+ )- K së 他 

< пы (8 — 25) = ato- 15) 

` 
ЕСЕ ГА + E+ | ê 
= L 
gto- 


因 ?可 以 任意 小 ,故此 时 定理 已 经 成 立 . 


3) 设 а 


> же < (1-5) +l- (+ 
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1 
=1 一 圭 +&. 
g? 
即 
эё 
< 
对 任 一 9 > 0, 可 以 决定 整数 对 zx,y, 使 
pr—gqy =[g]+1, m<=<0+mq 
则 如 (10) ,我 人 有 
Gg Te с. 1 (28 = 
149 уві |+ 1(8+а-ә) 





1{а+рг+-—з\< 1 1са+р 
<} P+ |<та+›ь< „ЖС 
因 ?7 可 以 任意 小 , 故 定理 已 完全 证 明 . 

习题 . 试 证 时, 若 9 为 一 无 理 数 ,其 对 任 一 e > 0 常 有 整数 工 及 ,使 


lm-y1< =. 
ИМЕ > 0 及 任 一 实数 8, 常 有 整数 工 > 0 R yE 


— 1+2 
ھا‎ у в1< НЕ. 


$11. ЖЕ n9 (mod 1) 之 一 致 分 布 性 


上 节 中 之 Чебышев 定理 说 明了 (0,1) 2.10068 — A HY HR 
{29} = 29—29] х=1,2,3, а› 
之 一 极限 点 .但 此 点 集 在 (0,1) 间 之 分 布 状 总 如 何 ,是 否 为 一 臻 分布 ,换言之 , 若 (a， 
b) 为 属于 (0,1) 中 之 小 区 间 , 则 当 工 = 1,2,…,n 时 ,(a,b) 中 是 否 包含 此 点 中 其 
应 得 之 一 份 ,此 定理 并 未 给 与 任何 回答 . 本 题 之 目的 , 即 在 答复 此 项 问题 ,我 们 先 将 
应 得 之 一 份 予以 确切 的 定义 . 
定义 车 Pi(i=1,2， 
Жа,5,0<а<5<1,Р,,- 
常 满足 关系 





为 (0,1) 中 之 一 点 集 , 若 对 任 一 自然 数 ” 及 任 二 正 
P.,m 个 点 中 ,其 落 人 区 间 (a,b) 中 者 的 数目 N.Ca,b) 





则 称 点 集 P.G = 1,2,3,…) 在 (0 ,1) 内 一 致 分 布 . 
我 们 现 来 证 明 下 之 定理 : 
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EE 若 9 为 一 无 理 数 , 则 点 集 
{29} = 29 — [29] r=1,2,3, 
在 (0,1) 中 一 致 分 布 . 
证 : 设 (a,b) 为 (0,1) 内 之 任 一 小 区 间 . 由 定理 4. 1 我 们 有 无 穷 对 整数 9 > 0, 户 





使 
2+8, 1, (QQ) = 
9 ç ləl< (p,q) = 1. 


命 u,v 为 二 整数 ,使 





Сны мов ажого, 
加 十 1 十 9 一 .显而易见 ， 
(Оа + DS) = (2+8+8)- (etel 
18 <2. 
因 [j8] УА Ж, МЫ k = 0,1,…,g 一 1 时 ,大 + [08] 亦 跑 过 一 完全 剩余 系 
(mod 4), а ја + k)0) 中 ,其 落 入 (a,6b) 中 者 多 于 v 一 u 一 4 个 而 少 于 v 一 u 
„т 中 ,其 落 入 (avb) 中 者 ,多 于 


0-50 








4) 





一 w 一 4 


> nba) Ên- 2 
4 п 


个 ,而 少 于 


(r+ DG ие < n[ T 


v 





6 
je u+6< и —а) 


+ + 8 


个 . 设 。 > 0 为 任意 给 定之 数 , 取 9 其 大 ,使 < Ур п ÊÊ <, 


则 得 
па) — ne < М.(а,6) па) +m. 
即 






а‏ ا 
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$12. 一 致 分 布 之 判断 条 件 


定理 1(Weyl) — ЖИ 
а оне а› 
是 一 致 分 布 之 必要 且 充 分 条 件 为 对 任 一 (0,1) Ш Riemann TARR f(r) 常 有 


lim <=) + + (z) = [уса (2) 


证 ; 先 证 明 车 (1) 是 一 致 分 布 , 则 (2) 式 成 立 . 
ра 
° #a<r<b, 
у= 
ç É 不 在 此 隔 间 内 . 
如 此 则 


һа б tt ораз МА ора), 


而 另 一 方面 
[maz = с-а), 


故 定理 对 此 函数 为 真实 . 

2)(2) 式 是 一 线性 关系 , 即 若 对 fi" f, 能 成 立 , 则 对 线性 关联 ofi 十 … 十 
afi 亦 成 立 , 由 1) 可 知 当 /为 阶梯 函数 时 也 真实 . 

3) 习 知 :车 /是 一 Riemann 可 积 函数 , 则 任 与 。 > 0 能 有 二 阶梯 函数 pC), 
Ф,(х) ж 





фа) < f(z) Ф600). OKS, (3) 
且 使 


[еко -na < e. @ 
由 2) 已 知 本 定理 对 O, (1) 及 р(х) 真实 , 故 
[кош = 


< lim LOG) +: + Ла) 





Leala) ++) 








< lim Фа) = +O, Ca) = 
又 由 (3) 可 知 
a ' ' 
[soya < лода < | сох. 
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故 得 





m LED += + f(x) 


此 证 明了 本 定理 之 必要 部 分 . 
定理 之 充分 部 分 极 易 证 明 : 仅 取 


раа 


1, #а<т<ь, 
Б +; ERA. 
(2) 式 即 变 为 
ia 
附注 :在 应 用 时 本 定理 十 分 困难 , 盖 须 要 对 所 有 的 Riemann 可 积 函数 进行 研究 
才能 证 明 一 致 分 布 性 也 . 但 以 上 证 明 中 指出 一 点 :用 所 有 的 阶梯 函数 即 已 足够 , 实 
际 上 说 明 ,如 一 函数 组 能 够 以 其 线性 式 接近 所 有 的 Riemann 可 积 函数 , 即 合 所 求 . 
此 乃 以 下 定理 之 所 由 来 
定理 2(WeyD) ”在 定理 1 之 假定 下 , 另 一 必要 且 充 分 之 条 件 为 (2) RI f(z) 
=e (m 一 士 1, 土 2,…) 真实 . 
换言之 , 贯 (1) 为 一 致 分 布 之 必要 且 充 分 之 条 件 为 对 任 一 整数 m + 0, 常 有 
im $| Re |= 0. 
ЗЕ ЖЕЕ БЕИШЕН ‚ {ЕЛШЕ К ЖЕ, Ж 
1, #О<т<а, 
к» = #a<=<1. 


М.а) _ 
п 











则 
lim LED ааъ) _ jim №034) 
> п п Ў 
故 若 能 证 明 
tim ESD о, 


则 定理 已 明 , 今 往 做 出 以 1 为 周期 之 一 连续 函数 gys(x) 来 接近 g(x). 定义 


(=—17+8/8, Ëg- <r 
1, 车 ya 一 
Bult) 一 
— (=-а+7— 80/8, Жау ха 7+8, 
0, 若 a 一 9 十 6 去 工 生 7 一 9 十 1 


Жо << + minta, —a),0 < 7<. BR 
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Bos(z) < g(z) < goala). 
由 于 ga (z) 是 一 连续 函数 , 故 


высо = Y) Ce, 








此 处 
M Rnd = a+a— 20 
Нло, 
с, = Г = (zd 
= inna а 2y)sinnzð. 
故 可 见 
1 
1c I< gy. 
故 得 
Sp = Баба) + кыба 
-15 Ba 
я = 
1 Sw чу, 
=F Ус. De a 
如 此 则 
5.00) = C, TONA + xe 
+ Ыс} е 
今 有 





当 N 充分 大 时 ,可 使 此 不 等 式 之 右边 < e. 固定 此 入 ,由 于 
lim Û Уа =o, 


e} e |< ma. 


故 可 取 上 充分 大 使 
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| Spal) — (a +8— 27) |< 2e, 


即 
аб, (e) 一 a 十 6 一 39 
а 
sa) = ЕО + gD 
z А 
由 于 
5ы(х) < 502) < S,,(z), 
故 对 任 一 8 常 有 
в—8< lims < limS < a +3. 
即 得 
шз: 
此 证 明了 本 定理 . 
附 记 :为 了 更 清楚 地 说 明 一 致 分 布 性 ,最 好 利用 单位 圆 来 代表 单位 区 间 , 命 
Ee nm, 


如 此 则 将 贯 (1) 变 为 单位 圆周 上 之 一 贯 . 此 种 表 法 优点 之 一 是 在 将 区 间 (0,1) 之 二 
端点 0,1 之 特殊 性 对 以 销 除 . ZEM EERME KH rala 一 1), 则 一 致 分 布 之 
点 贯 落 在 此 弧 中 之 个 数 占 全 点 呐 之 = 倍 . 由 于 对 任 一 整数 了 常 有 
ч. et 
故 可 以 不 一 定 假定 贯 (1) 在 (0,1) 之 中 . 即 可 以 定义 : 若 一 函数 f(x) 之 分 数 部 分 在 
(0,1) 中 一 致 分 布 , 则 谓 f(r) 一 致 分 布 ,mod 1. 而 其 必要 且 充 分 条 件 为 ;对 任 一 整 
# m( 0),4í 
lim 1 Deno =0. 
=en £t 
ЖАР ЖИ: НЕ т # 0AA 
eo, zl 
之 重心 为 圆心 . 显然 可 见 , 如 果 7(z) 一 致 分 布 ,mod 1, 则 对 任 一 非 零 之 整数 m, 
mf (z) 也 一 致 分 布 ,mod 1. 
在 一 致 分 布 问题 之 研究 中 ,最 有 趣 而 尚未 解决 之 问题 为 ” 是 否 一 致 分 布 ,mod 
1. 
定理 3 ИЖ) 为 一 致 分 布 ,mod 1 @ Ж} Н ФЕ: RHE AIHEO < a < 
LER 


im} Dif +a БЕЯ 
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证 :必要 性 :车 f(2) 为 一 致 分 布 ,mod 1, f(x) + a 亦 为 一 致 分 布 ,mod 1. 故 
АЙ а = 0 来 证 明 条 件 为 必要 即 可 . 令 xz。 = {/(m)), 则 因 定 理 1 即 得 


lim + Уи = 
充分 性 , 设 0 入 5 福 1, 则 
FUto = DUH 





zdz = +: 


+D, 
ЖА У), 中 之 z 跑 过 1,2,…,n 中 使 (f(z)) <b ERK, У), FZ z ДЕ 1,2, 
… sn 中 使 {f(z)) 宇 5 的 各 数 ,由 是 即 得 
DUD +1) = я? Зичи мо =h 

п оо 并 注意 定理 之 假定 , 即 得 

lim LN.(0,6) = b. 

я 
ии. 
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所 谓 不 定 方程 乃 指 变数 之 数 多 于 方程 之 个 数 , 且 未 知 数 须 受 某 种 限制 (如 整 
数 , 正 整数 或 有 理 数 等 ) 之 方程 而 言 . 合 一 次 ,二 次 外 ,不 定 方程 之 讨论 ,异常 琐碎 。 
Dickson 于 其 所 著 之 数论 史 之 第 二 册 中 专 论 此 项 方程 , 共 占 八 百 余 页 ,其 繁 碎 性 及 
复杂 性 , 概 可 想见 ,此 类 方程 笔 源 颜 古 ,三 世纪 初 有 Diophantus 者 , 曾 建议 若干 此 类 
问题 . 故 今 仍 有 沿用 Diophantus 氏 方程 之 名 者 . 我 国 周 体 算 经 之 商 高 定理 

“НЕЖИН” 
ЖЖ № , Ж ВЕЧЕ Diophantus 之 前 . ea ЖЄ ЕЕ v BD IK АН, Ж 
直角 三 角形 之 各 边 皆 为 整数 者 ,换言之 , 求 整数 x,y,z 使 
m= +y = z. 


此 将 于 $ 6 中 解决 之 
$2. 一 次 不 定 方程 


由 定理 2. 6. 2 已 知 不 定 方程 
аза Harzi + Бал, = N 
可 解 之 必要 且 充分 之 条 件 为 
(aa | N. 
Sit ai > 0,a: > 0,+-,а, >0,(а, ) = 1,4 N — o 时， 
az taz + taz = М, z2>0 1,2,5.) а› 

之 解答 数 之 无 穷 大 之 阶 若 何 ?( 未 读 微 积分 之 读者 可 以 略 去 本 节 之 其 余部 分 . ) 

定理 1 . ) = 1. ft AND ROD 式 之 解数 , 则 

pa FE ааа рт 

证 :1) а ,…va.) = 1, 故 ACN) 为 
1 [1 1 


а I- 























Л = 
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Z z" 之 系数 . 命 





1 

WA ar) a) = 0 之 诸 根 .其 重 数 各 为 

nh, 

а sarsa) = Dkk ¿L< n—1G 
用 部 分 分 式 法 得 





Г = 





ранее Вы: 
E +" tat 


















(2) 
A Ai zy 
G= = тм Е 2) 
之 展开 式 中 z" ЖЖ pN) ОКЕ, 1$ 
N) = да СВЕ мр 1) = 
1 NHL- DNHL- DN +171)" 
a T: aaa r Ë 
于 是 
(3 


y 
依法 展开 (2) 式 中 之 各 项 ,其 >" 之 系数 ACN) 必 适 合 
AM _ 

с 





WL <ni №. 
3) 由 (2) 可 得 








а." 
定理 2 "N 充分 大 时 ,(1) 式 必 可 解 .所 谓 充 分 大 云 者 , 乃 亩 有 一 正 数 C ff 
在 , 凡 大 于 C 之 整数 N,(1) 式 常 有 解答 之 意 . 
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ЗЕ. Elab) = 1,a 二 00 二 0, 则 
ar+by =N, 120, y>0 
之 解数 为 
N — (Ы + am) 
el 


此 处 之 1 为 bl = N(mod a) 之 最 小 非 负 解答 ,又 m 为 a 
解答 . 





N(mod b) 之 最 小 非 负 


$3. 二 次 不 定 方程 


今 往 解 不 定 方程 
ах? + бту + cy! + dz + ey + f = 0. a) 
f D = b — дас. #1 = 0, 则 以 4a 乘 (1) 式 得 
(2az + by)! + 4adr + 4aey + 4af = 0. 
此 类 不 定 方程 之 解法 不 难 . 命 2ar + by = t, WJ 
É +2(2ae — Ы)у 4af =— 20, 
(+d)! = 2064 — 2ar)y + — 4af. 
先 由 同 余 式 
(+d) = dt —4af (mod 2(Ы — 2ae)) 
求 +, 再 由 是 求 出 y Kz. 
Sit D #0. A D RO RM 
aD: z: + Р! zy + cD: у +-4р®х + eD’ у + fD? = 0.  ] 
命 
Dr =х'+2е4—е. Dy = y + 2ae — bd. 
RADR 
ala’ + 2cd — be): Сх + 204 — be) СУ + 2ае — bd) + с(у’ + 2ae — Ы)? + 
-+dD(z' + 2ed — be) +eD(y' + 2ae = bd) + Л» = 0, 
即 
az” Нк +c" = k, (3) 
此 处 
— k = a(2cd — be)? + b(2cd — be) (2ae — bd ) + c(2ae — bd)* + 
+ dD(2ed — be) + eD (2ae — bd) + Л. 
AD 式 是 否 可 解 , 实 依赖 于 (3) 式 能 否 有 适合 
= —2‹4, у = Ы — ?ае (mod D) 
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之 解答 . 故 解 不 定 方程 (3) 乃 一 先决 问题 . 





$4. 解 ar? 十 bry 十 cy? = k 


今 往 解 
az" + ry + cy! = k. CD 
命 了 4 一 中 一 4ac, 今 假定 d 非 平方 数 及 (e,b,c) =1. 且 只 须 求解 之 适合 (x,y) = 
1 者 ,如 此 之 解 亩 之 既 约 解 (proper solution). 
定理 1 车 x,y 为 一 既 约 解 , 则 可 唯一 定 出 二 整数 ;及 r 使 
25-571 (2) 


L= (2az + by)r + (bz + 2ey)s 


Fmd (mod4k), 0<1<44. (3) 
证 : 命 mvs 为 (2) 之 一 解 , 则 (2) 之 诸 解 为 
тат +hr, s= s Һу, 
此 处 为 一 任意 之 整数 .由 是 
1 = (2az + by)r; + (hz +2cy)s +2hlar? + bry + ey’) = 
= h +2M. 
故 可 取 唯一 的 A 使 0 三 1 过 2k. 又 
P = [(2az + by)r + (hx +265) = 
= 4(ағ? + brs + cs! ) (az! + zy + су?) + (° — Аас) (аз — yr)! = 


= d (mod 4k). 
їй? Cn.) Чол, у») 328 L2 =H ИРИ 
да + Ф+ Уу, = Cazi + ВФ (t), w 
此 处 之 :及 uw 为 


f — du = 4 5) 
之 整数 解 .反之 , 若 ry: 是 一 既 约 解 , 则 由 (4) 所 定义 之 zi, 亦 为 一 既 约 解 , 且 有 
相同 之 4 
证 :1) 今 先 往 证 明 
t = (Хату + Бу) (аг: + Ву) — ду у:)/2аЁ 
u =— (пу — an) /k | 
即 合 所 求 . 今 所 需 证 者 为 上 及 + 均 为 整数 , 旦 适合 (5) XA. 因 


(6) 
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ta _ Qar, + by) (аг: + bya) — дуу: + абу — y) Vd 
2 Зак 


= Gaz, + Ву, F УДу)(2ах; + by: + /dy:) 
(ату + буу + /ду,)(Фах, + ву, —/ду\) 
— (2az, + by: Уйу) laz: + Ву, + dys) 
(2ar; + бу, + /dy:) Qar, + Бу, — Мау)’ 
故 (4) 式 成 立 . XA 


du? _ 1+ du 
2 








即 :及 * 适合 (5) 式 .又 
Zari + бу, = Gazi +by (sz — nuy) = 
(аху +by sz у + (ёк +26 у, = 





=— ly, (той 2). (7) 
同 法 
2az: + bys =— ly: (mod 2k). 
м 
2a(zıys — хуу) = 0 (той 2), 
ФА 0 пу — хау) =0 (mod 24). 
同 法 
2c(z — zy) = 0 (той 2), 
Ф Оту — my) =0 (mod 2. 
但 
(a,b +1,b = l,2c) = (2a,2b,2c,b+ D) < 2, 
故 


жук — злу =0 (mod k). 
Bp u 为 整数 , г 亦 为 整数 . 但 已 知 :为 有 理 数 , 故 上 亦 为 整数 . 
2) 设 


ах + ФАМУ = (arı + + уду (и), 





че». 





Za — бшу, yı = aur: + 





тоз, ЗЕРИ za o M 


ttiu 
2 


мы, 
за 








n = т Безу, s =— aur + 
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对 应 于 解 x ,ys. № 


= ہہ( ہو +( nn = (м ан)‏ بے د 1 








© (z. — aur: )— у [as + 








=) 


= ms — ип. 
AR hsh 各 对 应 于 (zi sy) R(zoy:). W 
h = 2az iri Ея + ут) +2: я = 


= (Zon + bs) (kz — э: J+ (rı +20 (auz: + ty, ) = 




















- [a(r з= + sa2) + (э, Pš ам) =. + 
+ (> м sou )+2e(s 二 和 一 nm)j> = 


= azar + тив + yari) + cya = l. 


故 得 所 言 ， 
今 分 d > 0 及 d 一 0 两 种 情形 论 之 . 
定理 3 йа<ой 
2 #а<-—-4. 
w=44 #da=-4, 
6 #d=-3. 


则 (1) RA w 个 既 约 解 对 应 于 同一 4 
证 :由 定理 2, 我 们 只 须 证 明 对 应 于 所 与 之 d, 方 程 





Pdu? = 4 
之 解数 为 ww 即 可 . 
著 d 一 一 4, 显 然 只 有 上 一 十 2, 一 0 二 解 . 故 也 = 2. 
# d = 一 4, 则 
ана = 4, 
此 式 只 有 + = 士 2,u = 0 Rt = 0,u =+ 1 四 解 . 
车 4 = 一 3, 则 
PHa =4. 
此 式 有 且 仅 有 次 之 六 解 : 


r=+lu=£lu=+2,, = 0. 
定理 4 жасо 
2—4 = 4 
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之 诸 解 ,可 由 次 法 得 之 : 


Я х,у, 为 上 式 之 解 中 使 六 十 mVG 最 小 者 (zs > 0, у» > 0), 则 此 式 之 所 有 的 
# x,y 可 由 





= + (+ 
2 2 





得 出 之 ， 
此 定理 之 证 明 与 定理 10.9.2 同 , 盖 已 知 此 式 必 有 解答 也 ( 因 zx: 一 dy = 1 必 有 
м. 
f 
+d, 2 
= + ¿= 
定义 ” 设 d > 0,(1) 式 之 解 之 适合 
u аа 2 
2az + Ф-Уду>0, 1< == <e 
者 名 为 原 解 (primary solution), 


若 书 
工 一 2ar 十 (6 十 Vd)y， 工 一 2ar 十 (6 一 VE)y， 
则 上 之 条 件 变 为 
L>o, 1< |<. 
定理 5 车 d > 0, 对 应 于 同一 1,(1) 式 如 有 既 约 原 解 , 则 只 有 唯一 既 约 原 解 . 


证 :由 定理 2 已 知 , 若 royo WO) 式 之 一 既 约 原 解 , 命 L, 为 其 对 应 之 工 , 则 凡 
《1) 式 中 对 应 于 同一 之 既 约 解 蕴 可 表 为 





了 上 一 士 Lee 
之 形 .已 知 
只 有 当 一 0 时 有 
此 时 

L =L, >o. 
故 得 定理 . 


3 d > 0,f = = 1. 
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今 推广 原 解 之 定义 : 当 d 二 0 时 , 原 解 定义 如 前 ;而 若 @ 一 0, 则 凡 既 约 解 缘 名 为 
原 解 .于 是 定理 3 R 5 可 合并 为 : 

定理 6 ”对 应 于 同一 上 ,(1) 式 如 有 了 既 约 原 解 , 则 只 有 w 个 既 约 原 解 . 

定理 5 建议 吾 人 求 

ах? +bry +су = k 

之 解 时 ,不 必 在 整个 的 双 曲 线 上 摸索 . 原 解 仅 在 一 有 限 的 双 曲 线 上 , 获得 原 解 后 ,可 
由 公式 工 =t Loe" 以 求 出 所 有 的 解 . 即 若 已 知 , 仅 须 经 有 限 手续 即 可 获得 所 有 的 
解 . 切实 言 之 ,从 


LoLo = 4ak, Т„>0, 1< | 名 <。， 


可 知 
IL < = |4) -2 vrat [E] <2 утат. 
m 
12vVay | =| L -L ISI L IH L < 
<4VT Те, 
m 
| y |< 2e УТаЕТ74. 


仅 须 寻求 适合 0 一 ?和 2e V] ak | /4 之 解 ,其 余 可 由 公式 上 =+ Le" RZ. 
当 a > 0,k > O Rf, НЕ >o R LL > 0, 可 知 上 > 0. 因 之 ,结合 L 二 L, 可 得 


0< 2dy =L-L<L = LEPR 


<< Viak. 
故 得 
0<у<е 274. 
此 结果 在 实际 计算 时 , 略 佳 于 以 前 所 给 之 限 . 
习题 1. 如 上 述 之 假定 ,证 明 


o<y< ( -1L)a74. 
习题 2. 证 明 


И. М. 





Ж ах? + hzy + су? № azî + ызу +eyî. 
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35. 求 解 方法 


由 前 已 知 , 吾 人 须 求 出 
ar? ыу + ey" = k 
ZHN. 今 就 4 > 0 且 非 平方 数 之 情况 讨论 之 . 此 式 可 写 为 
(2ах + Бу)? — ду? = 4ak. 
故 解 次 之 二 次 式 
-dy а, k>0, a=+1 O 
万 第 一 要 事 . 若 上 一 VS, 则 由 定理 10. 8. 3 可 知 :所 有 (1) 之 解 可 从 VQ 之 渐 近 分 数 中 
逐一 试 出 ( 因 周期 性 ,故此 项 手续 有 限 ). 
今 再 说 明 , 若 上 > Yd, 则 亦 可 以 化 成 k < Va 之 情形 讨论 之 . 
设 хуу 为 (1) 之 既 约 解 , 则 有 z 及 使 
зу: — yz, =ò. (2) 
Ш zî — dyi RO) 式 之 两 边 . 可 得 
бах —dyyi)' — (ту, — ziy)? = & (xi — dyi), 


ш 
(хх, — дуу)? — d = òk (x — dyl). 
fr х,у» 为 (2) 之 一 解 . 则 (2) 之 诸 解 为 
nenta, у = x +i. 
故 
zz, —4уу = zz — дуу, + ) —dytyt = 
= zz, — дуу, +@%. 
故 可 取 上 之 值 使 
lazı бу |< $. 
f | zz, — дуу. |= 4, 即 得 
а= = m. 1=+1, h>0. 
MI 


а) p _ 
1e =k. 
由 此 可 见 , 由 (1) 式 之 一 解 ,可 以 得 出 -同样 之 方程 ,其 大 较 前 为 小 者 . 若 仍 比 
Ya 为 大 , 则 可 续 行 此 法 . 此 种 讨论 建议 次 之 方法 . 
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ЖИ 1, 
f=d (mdb, 0o< <£ 
者 , 命 之 为 


lost. 


MU — d) /& = qhip =+, > 0. 解 方程 





zî — dyi = qh.. 
假定 h < Vd, 则 由 连 分 数 的 方法 解 此 方程. 命 xi ,y 为 其 一 解 . 
则 

站 ә 
为 (1) 式 之 解 , 盖 由 
hiz + dy) = (x, КУДУ) 8ã EL) 

即 得 

m -dy = &. 
СЗ) 式 中 的 х,у 为 整数 , 则 此 对 x,y 即 为 所 求 . 

ЖИЛЖ h > YZ, 则 如 法 进行 ,可 得 


= 
之 一 切 解 . 因而 得 到 (1) 之 所 有 解 . 今 举 一 例 以 明之 : 
例 .求解 
х* — 15у = 61. (4) 
先 求 适合 
б =15 Спой 6), o<1< 
之 诸 解 . MF 


Ë =15+61h, I < 900 
Некато +6 FICHE. Фк О < < [300 
h = 10 时 为 然 ,其 时 






14, 逐 一 代 人 后 , 知 只 当 


1=25, h= 10. 


故 今 须 求 
21—153 = 10 (5) 
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之 解 .但 10 仍 大 于 V15, 故 再 求 
P =15+10k, 1< 
之 解 .此 只 当 ! = 5, h=1 为 然 , 故 须 求 解 
zi — 1554 
由 连 分 数 法 , 知 (6) 之 解答 为 
ха + VISy: =+ (4+ VIS)". 





(6) 


L: 


zı + Бу, =+ (4+ VI + JT), 
而 


z+ 15у = 士 (4 十 V15)"(5 士 V15)(25 士 V15)710. 
此 处 之 三 个 土 号 各 不 相关 . 故 得 
z+ /15y =+ (4 + VI5)"(14+3 VI5) 
或 =+ (4+ VIAL k2 /1$). 


另 一 方法 ,可 由 54 之 末 所 列 之 不 等 式 算出 之 , 即 0 < усе м7. 在 本 例 中 
H 0 < y <7. КЖ 


























› EE Pac pa |a pe |? 
ую | as | es KAN ECE EN 1% [№ 

15y 15 60 135 240 375 540 135 
зу сат | 76 [мт | 1% | эю [| в | в | 706 


此 表 之 造 法 如 次 :第 一 行 无 待 解释 . 第 二 行 中 之 每 一 项 乃 由 前 一 项 加 30 而 得 
者 ,第 三 行 中 之 第 i 项 力 由 第 i 一 1 项 加 第 二 行 中 第 i 项 而 得 者 .第 四 行 乃 由 第 三 行 
加 61 得 之 ,更 姓 待 言 . 

习题 1. 求 下 列 诸 不 定 方程 之 诸 解 

(a32 — 8zy + 7y" — 42 + 2у = 109, 

(Злу +2" — 4z — 3y = 12, 

(9z — 12лу +4y +3r+2y = 12, 

(Фа? — Вау — Му +72y — 75 = 0. 

习题 2. 设 k < VC. 求证 

ат? +bry 十 cy = k 
之 解 ,可 由 
ах? +h +e = 0 

之 根 之 渐 近 分 数 得 之 . 试 推广 本 节 之 结果 . 
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$6. 商 高 定理 之 推广 


求 
m+y =r 
之 诸 整 数 解 ， 
Ply) = d >>1, 则 4d 亦 为 < 之 因数 . 故 讨论 此 方程 式 之 解 时 ,可 设 (z,y) 一 
1. 其 他 之 解 悉 可 由 此 类 之 解 乘 以 一 数 而 得 之 . 又 显然 只 须 求解 之 适合 zx 过 0,y 二 0 
及 zs 之 0 者 
z R y 中 必 有 一 为 偶数 , 不 然 , 则 
х= у =1 (mod, 
即 
т У =2 (mod 4). 
亦 即 z' 为 2 之 倍数 ,而 非 4 之 倍数 ,此 不 可 能 . 故 可 设 欲 求 之 解 中 ,z 为 偶数 . 
定理 1 不 定 方程 


z‏ = رر + اب 
之 解 适合‏ 
х>0,у>0,е>0,(х,у) =1,2| z [9]‏ 
者 , 必 可 表 为‏ 
x = 2аф,у= а — bys = a +, (3)‏ 
(a,b) = la > b> 0,a 届 中 一 奇 一 偶 . (4)‏ 


如 此 之 (x,y,z) 与 (ab) 成 一 一 对 应 , 即 不 同 之 (a,b) ,对 应 于 不 同 之 (z,y*z), 且 反 
之 亦 然 . 


证 ,1) 由 (1),(2) ДЖ), СЮ. у 及 = ИЖЕ, NE, 


又 
由 (1) 立 得 
(z) У, 
2 2 2 
故 


ЖЩ a > 0,6 >0 Ba > b,(a,b) = 1. 
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a+b=a + ==z=1 (mod 2), 
故 a,b 中 一 奇 一 偶 .而 得 (3) RCA). 
D 由 (3),(4) 所 定之 zry 适合 (1) ,(2). 
ду = Оа) + (at — P): = Gat + = zr>0,y> 0,2 > 0,2 | z. 
车 (z,?) = d,WJ 
Чуда в, d|r=a +P. 
故 d | 20а). (а,в) = laika = 1 R 2. 8а Rb 中 一 奇 一 偶 , 故 y 为 奇数 , 即 
d 关 2, 所 以 d = 1. 
3) 若 a 及 a,b 表 同一 解 , 则 
+ع‎ at= 
2 





= 4 


A= =. 
Ща = asb = а,Ь, 篆 为 正 数 ), 而 得 唯一 性 . 
Шие йа) ве E, 衬 , 则 本 节 所 讨论 之 问题 ,一 变 而 为 求 图 周 
ё+т=1 


ЕЖА СИЗИ ЯГ REN СЧ b W S ЖО. 换言之 ,本 节 证 得 ,单位 加 上 
有 有 理 点 


= 
тар п н 
HAEN. 今 推广 此 问题 . 即 问 任 一 二 次 曲线 上 有 无 穷 个 有 理 点 否 ?此 说 并 不 真实 ， 
例如 : 双 曲 线 
ё-3р=2 
上 并 无 有 理 点 . MEM £ — я = За = 1, 则 一 变 而 为 求 


207 = وھ سا 
之 整数 解 的 问题 . 取 3 为 模 , 则‏ 
(mod 3).‏ ?:2= ?2 

由 此 可 得 З | z,3 | z. 更 由 前 式 31y, 此 与 (z,y,z) = 1 НФ ЛЯ, 

жиг 在 非 直线 的 有 有 理 系数 的 二 次 曲线 上 如 有 一 有 理 点 , 则 有 无 穷 个 有 
理 点 . 

证 :可 以 假定 所 经 过 之 有 理 点 即 为 原点 (不 然 ,用 平行 移动 = 6 十 名 , = g+ 
加 , 即 得 所 和 需 ). 此 二 次 曲线 可 以 写成 

SEPS Ep = 0, 

此 处 SED NEK Zi KFA. 若 5,06, 便 等 于 0, 则 原 二 次 曲线 为 两 条 直 
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RE S Ep HFF O ПИН 3 — Ж, 5,0.) ,S; СЕ, р. HIRES 0. 
$= Ф, 
S.1, + S:(1,8) =o. 
而 得 
#€=-SG0.,0/S0,0, т=—{5,а,р/за,р. 
故 有 无 穷 个 有 理 点 . 
ЖЕЗ 设 A,B,C 为 不 全 为 零 之 有 理 数 . 若 B 一 4AC 为 一 平方 数 , 则 二 次 曲 
线 
А + Вет + Cq? + De + Eq + F = 0 (5) 
上 有 无 穷 个 有 理 点 , 换言之 , 若 一 双 曲线 之 渐 近 线 之 方程 有 有 理 系数 , 则 此 双 曲 线 
上 有 无 穷 个 有 理 点 ;又 一 抛物 线 上 也 有 无 穷 个 有 理 点 . 
E: B’ — 4AC = 17,8 


Ae+5m+or-a[(es 20) (E-E) = 


= A(e+ gn рат) (e+ zan * ад). 
Жо, 





e= et Pty, Y= 


MH R RAGO 式 可 得 
Аё + D'E + ЕЗ + F” = 0. 


ЕВЕ 
2А T 


те 
g =— (Е +ЕЭ/СА + D). 

故 显然 (5) 有 无 穷 个 有 理解 . 
EL=0 ME =Е+ 





Amr = 0 
А + ОЕ + ЕЗ + P = 0. 
ЖЕ 0.0 =— (АЕ 十 DIS 十 已 )/ 已 . 故 有 无 穷 全 有 理 点 . 
ФЕ = 0, 则 原 曲 线 并 非 二 次 曲线 
附注 :由 定理 2 及 3, 推 出 下 列 的 问题 . 命 
fasts.) = 0 (6 
为 一 zu, z, 之 整 系数 二 次 齐 次 式 (不 能 分 解 为 一 次 式 之 积 ). 今 问 有 无 穷 个 整 点 
适合 此 式 之 条 件 ? 由 定理 2 пещ n > 3, 则 如 其 上 有 一 非 原点 之 整 点 ,其 上 即 有 无 
穷 个 整 点 . 但 何 时 其 上 可 有 一 整 点 ?例如 : 
zf Ff + zf Fe +z = 0 
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其 上 决 无 原点 以 外 之 整 点 . 故 建议 吾 人 必须 假定 Л.) = 0 有 实数 轨迹 , Н 
人 可 证 明 如 合 此 条 件 , 且 n 宇 5, 则 (6) 上 有 一 整 点 . 亦 即 有 无 穷 个 整 点 (此 乃 Mayer 
之 定理 本 书 不 论证 之 ). 但 当 n = 4, 此 定理 不 能 成 立 . 盖 若 
于 十 好 十 好 一 7 五 一 0， 

则 可 假定 (zi tzr) = 1. 又 得 

x +z +z +z =0 (mod8), 
Î д? = 0,1,4(mod 8). 由 此 式 可 知 2 | (zi,z: оха зла). 此 与 假定 相 违背 . 

习题 1. 解 不 定 方程 





m+y = x, 
并 证 明 其 解 能 适合 
т>0,у>0,=>0,(х,у) =1,2|х 
者 ,由 次 式 与 之 : 
ж = habla? — bî), = | a +b — Ga kî |z = aî +P, 
a> O,b > 0,(a,b) = 1,a +bm1 (mod 2). 
习题 2. 证 明 
اچ‎ +y = #,2|z,y2>0,r>0,(r,y) 一 1 
之 解答 为 
х= 2ab,y 一 | 4а — b |,r= ба +b, 
(a,b) =1,а>0,5> 0,246. 
习题 3. 证 明 不 定 方程 z' + (z +! = у 之 解 为 


== аа 一 2)， 
1 
= (ау —а-у/, 
" z 


HERIR. 

习题 4. 关于 商 高 定理 3 +4° = 5° 有 次 之 推广 :10: + 11° +12 = 13° +14, 
一 般 言 之 ,证 明 

От + п) + От + n + 1)° ++ От + 2n)? 一 
= (2n + 2n+ 1) +- + (27 + 3n)’. 

习题 5. 求 证 下 列 诸 曲 线 上 有 无 穷 个 有 理 点 : 

wrd- =F, 

WKE +) = dof 0), 

соё +) — 3den = 0, 

(DE 40 — a (2 + 34) = 0. 
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习题 6. E tB Br Ai 0 = fi 2 НИИ Жи. 
习题 7. 研究 不 定 方程 z +y +Z = w ZW. 
习题 8. а,Ь,с 不 同 号 ,abc + 0, B abc 无 平方 因子 , 则 不 定 方程 
ar’ Бу +a = 0 
有 不 全 为 零 的 整数 解 的 充 要 条 件 是 : 一 & 是 a 的 二 次 剩余 , 一 ac 是 6 的 二 次 剩余 ， 
— Жс 的 二 次 剩余 





$7. Fermat 猜测 


Fermat ЖЧ n > 3 时 
ду =:,х>0,у>0,Е>0 
无 整数 解 . 此 定理 是 否 真实 ,至 今 仍 为 疑案 . 所 可 言 者 ,只 于 2 < n < 619 时 ,此 定理 
已 经 证 明 , 即 此 甚 微 之 结果 , 亦 已 耗 却 频 多 数学 家 之 脑汁 你 
欲 证 此 定理 , 仅 需 证 明 此 定理 当 m 一 4 及 "为 奇 素数 时 真实 即 已 足够 . Z: n í 
一 奇 素数 因子 p, 则 有 
(S + YP)? = (ат), 
Pn АЖР, n = 2' k > 2, 则 有 
с Суту а Days 
是 以 吾 人 如 能 证 明 п = 4 时 之 结论 , 则 整个 问题 之 解决 ,将 归于 ”为 奇 素数 时 之 情 
ях. 
定理 1 无 整数 能 适合 
ارج ا‎ = Z,r>0,y>0. 
证 , 设 "为 最 小 之 整数 ,使 不 定 方程 
m+ y. 
为 可 解 者 . 则 (z,y) = ЖИ a 将 小 于 и, НАНА. 


AF $6 之 讨论 ,z R y 必 为 一 奇 一 偶 . т 为 偶 , 则 由 定理 6. 1， 
= = 2ab, yt =b yu = a+, 
a > 0,5 > 0,(a,b) = l,a +b = 1(mod 2). 
аЬ, У = 1(mod 4), 此 不 可 能 . 故 b 偶 a ft. @ b = 2c, 则 


(z) 


a= d,c = fr,d>0,f>0,(4,p =1,2ї4. 





z>0, y>0 








ас, (а.с) =1. 


因 之 
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故 

неа Af. 
即 

олу + у = (а 
Нол, у) = 1. 

再 由 定理 6. 1 ,得 
2f = т, = Ë +m l> 0,т > 0,Ч,т) = 1. 

由 

f = m, ат =1 
可 立 得 

l=r m= #02 0,82 0) 
故 
а= +. 

但 


а< 4 =а<а <a +Ë = u. 
d Ku 更 小 ,与 假定 相 违背 . 故 得 定理 . 


此 法 乃 Fermat 所 创 之 无 穷 递 降 法 (Méthode d’ infinite decent). 其 证 法 之 逻辑 


步骤 如 次 ; 


(1) 车 一 命题 PO) 对 若干 正 整数 ”为 真 , 则 在 此 诸 中 , 必 有 一 最 小 者 . 


(2) 若 Ро) 为 真 , 则 有 一 正 整 数 ” < п, РО’) ЖИ. 
若 此 二 步 已 证 , 则 命题 POD 决 不 真实 . 
1. 证 明 次 诸 不 定 方程 无 解 : 
бах +4 = Z, r>0, y>0, 
(О) – у ==, y>0, z>0, 
(提示 :z' 十 4(zy) = +.) 
(a — yf = 2", y>0, z>0, 
(зу = p, x >0, 
此 处 р ЖЖ, р = 3(mod 8). 
习题 2. 证 明 不 定 方程 











无 正 整数 解 . 
习题 3. 证 明 不 定 方程 组 
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无 不 全 为 0 的 整数 解 . 
习题 4. 利用 上 题 证 明 :三 边缘 为 有 理 整 数 的 直角 三 角形 之 面积 不 可 能 是 一 完 
全 平方 数 . 
习题 5. 证 明 对 任 一 正 整数 ”> 2, 不 定 方程 
ж =F FoF +++ у 





有 无 穷 多 组 正 整数 解 . 
《提示 :2 = 2 +1 +3 +2.) 
习题 6. 求 出 不 定 方程 


2 = = 
的 全 部 正 整数 解 . 
习题 7. 设 Lm.n МЕЖ, (im n) = Олот) = Ста, = 1, 则 不 定 方程 
z= 
有 无 穷 多 组 正 整数 解 . 


( 见 数学 通报 1955 年 8 月 号 , 同 祁 ,方程 a? 十 如 = с 之 整数 解 . ) 
习题 8. 若 十 y" = z" 无 整数 解 , 则 
ry 


也 无 整数 解 . 


$ 8. Марков 方程 


在 $10.5 中 , 吾 人 曾 定义 不 定 方程 
ау +? = 3zyz O 
之 解 为 Mapkos 数 ,并 述 及 Марков 数 与 连 分 数 之 关系 , 今 往 讨论 此 不 定 方程. 
定理 1 гуа 为 (1) 式 之 解 , 则 
хе,» ol — zo (2) 
亦 为 (1) 式 之 解 . 
证 ， л} + yè +в» — zo)? 
= 28 + уй + zê — Xo yozo + zêyî 
=— 34у + 9288 = 3л»у (IZo yo — zo). 
定理 2 凡 (1) 式 之 解 ,可 由 定理 1 中 之 方法 ,由 工 一 ?一 = 一 1 一 解 以 得 出 之 . 
证 :1) r= у= ШЙ геу 2-1. 
дух =. 
22 +2? = 3222. 
ЮЕ z' | z, ËD z | =. @ z = их, NY 
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2+w = Зых, (w>0). 





BJ w | 2. Hk w= 1#2.{Н z > z,Ë& w Z 1. 38% w = 2, W| 
т=1,у= 1: =2(=3.1.1—1). 
此 解 显然 由 (1,1,1) 经 定理 1 得 之 . 
3) 今 可 假定 
z<y<=. 


如 能 由 此 证 明 Злу 一 = 一 z, ЖЕЛЕ z+ y+ z Ж fE bob | EARE ME 
ху 中 之 二 者 (或 三 者 ) 相等 之 步骤 , 即 归 人 D 或 2) Я. 今 往 证 明 此 点 . 


m —3zyz + +y = 0, 
可 知 
2z = 3zy + Fy АТФ у). 


2z = 3zy— РУ FT + у), 
则 由 Bry — 427 —4у' = 4r' (y! — 1) + 45! (zt — 1) > 0 Ий 
2z < Злу — zy = 22у. 
即 
= <>. 
但 
Bayz = + у += < BF, 
Ш zy < =, 此 与 前 者 相 矛 盾 , 故 只 能 


2: = 3zy + Уатта TD. 





是 以 

2z > Злу. 
ая. 

例 . 应 用 定理 1 1,1,1 可 得 

1,1,2. 

再 应 用 定理 1 得 
1,2,5; 1,5,13; 2,5,29. 

继 行 此 法 得 下 表 (z < y< z < 1000); 
рор оро | ae | 2 | вз | во | в 
ә [в Ге | [№ 






































= | з |1 | ШР Р ЕЕЕ 
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注意 :此 亦 一 递 降 法 也 . 幸 有 一 解 工 一 y = = = 1 ,无 法 再 降 . 故 Fermat 之 "无 
穷 递 降 法 ”有 两 种 用 法 :一 可 用 以 证 明 无 解 ,一 可 用 以 证 明 有 无 穷 个 解 也 . 
习题 1. 推广 上 法 以 讨论 不 定 方程 
AH Fo = палет. 


习题 2. 求 出 
zf +a +f +z = балв m < x< < r 100 
之 诸 解 . 
习题 3. 
چ س ا ای2‎ 
HENEM. 


$9. Ж з-у + z' +u? = 0 


在 论述 本 节 之 前 , 先 述 一 具体 例子 :1729 乃 最 小 之 正 整 数 ,可 以 两 种 方法 表 为 
二 立方 之 和 者 . 即 
1729 = 10° +9° = 12 +1, 
但 天 地 间 能 用 二 法 表 为 二 立方 和 者 ,不 止 此 例 .如 : 
21 +34" = 15 +33,9 15° 一 2 +16 
W, нж 
70! +560" = 98' 十 552 = 315° +525", 
121170" + 969360" = 545275° + 908775! 
= 342738: + 955512° = 336455? + 956305", 
又 有 
ее ре = 9. 
故 解 不 定 方程 
یں + اچ اترو + ا‎ =0 
乃 一 有 趣味 之 问题 . 惜 者 吾 人 迄 未 能 得 其 诸 整数 解答 之 公式 .但 EulerBinet 有 下 之 
方法 以 表 出 其 所 有 的 有 理 数 解 . 
定理 1 W'-+3W(X: + Yt + 22) +6XYZ 二 0 之 有 理 数 解答 为 
W =—бшбс,Х = ра (а? +36 +32), 
Y = bla? +30 -+-9‹®),2 = 3 (а? + B° + 3с*). 
此 处 (a,b,c) = 1, 且 为 有 理 数 . 
证 :用 行列 式 可 将 该 式 写成 
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W 3Z —3Y 

-Z w 3X 

Y —x w 

故 必 有 整数 a,b,c 不 全 为 0, 且 (a,b,c) = 1, 使 
Wa +326 — 3Yc = 0, 
— Za +Wb + 3Xc = 0, 
Ya — Xb +We = 0. 

由 此 联 立 方程 解 出 X,Y,Z W, i 

W = брас 











等 ,如 题 所 云 . 
® 


w= La+p+y+0,X = фа+в-у-0), 


a) 
Y 





те-#+у—д, = те-—#— у+д, 
则 得 
+В Уд? +3 + A+ 7+ O(a + 8— 7 — 8)? + (а Ву д)" 
Жа—-8—7+д'1+6(а+8—7—д(а—8+7—д)(а—8—у+4) = 0, 
即 
+В +y + = 0. (2) 
解 (1), 可 得 


a=4W+X+Y+2), B=}Ww+x-Y-2), 





y=4Ww-x+Y-2, è=4W-X-Y+2, 
由 定理 1 可 得 (2) 式 之 诸 解 . 
282 任 与 一 正 整数 r, 必 有 一 数 入 存在 ,可 以 用 "种 方法 表 为 二 立方 之 和 . 
证 , 设 S , 为 给 定 的 二 有 理 数 , 令 
х= agro, ү= 08+), 


„АЖ =» Cg 
№ + м и 
则 得 
х*-Ү'=а+, += ХҮ. (3) 
由 是 得 


A+R =@+, 
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х. & 
таў» бд Жу < 2e. 又 





所 以 
而 
依 上 法 进行 ,可 得 
|®-&]<г<|& == ды 
a 2me < 1, 


кк л, В СЕ о) нр) 使 


+f = EHR = mE +, 
且 比值 
‘È, еге 
т T 
之 比 大 致 相等 . 故 避 /下 各 各 不 等 Аля», 即 得 所 求 . 
习题 1.a +e +P 0 二 0 之 有 理解 可 由 


а = оС 2—3) + 3F) +1),8 = oe+ DE +3ү)—1), 
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Y= (Ё +37)'— (23р). 8=в((ё+3ү)#—(@—3ф)) 


RZ НЕ ey НН. 


车 a = 1ER ЖЛЕ, УЕ +u 二 0 之 无 穷 个 整数 解 ,但 此 并 


不 包括 所 有 的 整数 解 Е 
а= 1.8 = 12,у=— 10,8 =— 9 
即 其 一 例 . 
习题 2. 证 恒等式 
у" = (9х*)' + (Злу? — 94°) + (у! — 9л? у), 
因 之 得 
579 = 9° + 366! + 580° = 144° + 606° + 265°. 
习题 3. 由 上 习题 ,证 明 有 п 存在 ,使 
п=Р+у+2,:20,у>0,=20 
之 解数 > nt. 


习题 4. 证 明 


(За? + Баһ — 56)? + (4a? —4ab + 667)? + (ба? —5ab — 351 )* = (ба? —4ab 4-46)". 


$10. 三 次 曲面 之 有 理 点 


本 节 所 讨论 的 三 次 曲面 非 锥 面 与 柱 面 . 
ца 除 上 节 之 (2) К, € =— а/д, =— 8/0. =— у/8, Ж} 
ё+рър =l 


а 


换言之 ,由 $ 9 之 结果 可 以 推出 :三 次 曲面 (1) 上 有 无 穷 个 有 理 点 . 本 节 将 讨论 最 普 


# 





三 次 曲面 . 
为 了 介绍 一 比较 困难 之 方法 , 特 先 做 若干 特例 : 
定理 1 若 C 关 0, 则 三 次 曲面 
р =F +A +B C 
上 有 无 穷 个 有 理 点 ,此 处 A,B,C ИН. 
证 :以 





ЕТУ, СЕТА ++ 
代入 (2) 式 , 则 得 
Cf + + +): = (f + T° + AG + Тр + B+ CP. 
比较 ртт ZER, 
2А = ЗТ, 34*+2н=3Т', 20+) = Т. 


(2) 


(3) 


w 
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解 得 





= 3 ү td 
A= Т, к= Т. =m. 


以 此 代入 (4) 式 ,得 出 一 3 之 二 次 式 








LF+MytN =0, (5) 
此 处 
L=A+C-2#-2=A+C+ÁT, 
M= AT—2 = AT+ Т, 
N= В-и =в- Дт 
(5) 之 判别 式 
= зуе з. Л 
д-м-им = [( а) +a 8] + 
= tunaqa 
= qT" + 
故 4 决 非 一 有 理 系数 多 项 式 之 平方 , 故 (5) 式 之 解 可 表 为 
7=B +в YA, в--м, В =з. 
代入 (3) 式 可 得 
€= аже VA, = у УА, 
此 处 
в = (24, + Tp, = ТОМ — CF уо, 
@ 
а „ 1A n _ 
= x mi =e. (6) 


以 此 代入 (2) 式 ,得 一 "之 三 次 方程 ,其 各 项 系数 皆 为 了 之 有 理 函 数 ,而 其 首 项 系数 


а 不 等 于 零 . 又 已 知 士 VG 为 此 式 的 二 根 , 故 另 一 根 m 必 为 了 之 有 理 函数 . 以 此 代入 
(6) 式 , 可 将 $,7,8 表 为 之 有 理 函 数 .但 最 后 尚 须 证 明 :由 此 所 得 之 £. FREH 
为 常数 ,否则 , 吾 人 并 未 得 出 无 穷 个 有 理 点 也 . 若 7 是 不 等 于 零 的 常数 , 则 6 二 ү + 


Ty 非常 数 , 盖 若 了 = 0, 则 由 (3), 得 $= 二 0 及 5 GT ,又 由 (2) 知 此 乃 不 可 


能 之 事 . 故 由 此 可 见 , 如 以 m RAC 式 , 则 4,9,8 均 为 之 有 理 函 数 ,而 不 能 同时 
均 为 常数 .定理 得 证 . 
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定理 2 Иер 为 一 有 有 理 系数 之 三 次 多 项 式 ,但 不 能 用 一 一 次 变形 变 为 

仅 有 一 个 变数 之 多 项 式 , 则 三 次 曲面 
рлер (7 





上 有 无 穷 个 有 理 点 . 
ЗЕ. Л Сер H ЛЕ 中 之 三 次 齐 次 部 分 . 
DË Ар = 0 有 一 有 理 根 ae( 同 法 可 以 讨论 ла р 有 有 理 根 之 情况 ), 则 
Р +ат = g(8,7) PE р ZW. MEHR е арт p= 0218,07) 式 
可 以 写成 : 
É = LOY + LDH LO. (8) 
ЗЕЕ L.L, L, 为 6 之 一 ,二 ,三 次 多 项 式 . 命 
L,(@) = af +B. 
ЖЯ a > O, МИ € ag + = 0° 天 0, 如 此 , 则 由 定理 6.3 可 得 定理 . 
著 a 一 0 及 8 一 0,(8) 乃 ? 之 一 次 式 . 解 出 小 即 得 定理 . 今 假定 = 0,850, 
则 (8) 式 可 以 写成 
É = af Fes + BF +В +В" +. (9) 
此 处 … 代表 у 之 一 次 式 . 
Ва 关 0. 命 ms 十 oz 一 ), 则 得 
f =1 +a tpe EEE) 
= (A+ h — а/а: teati DE +. 
Жл = 1-8 + а/а: — Ва! /а W 
P-E = g-EO = АВ. 
由 定理 6. 3 此 曲线 上 有 无 穷 个 有 理 点 . 
故 未 能 解决 者 为 a; = 0 之 情况 ,此 时 a, 天 0, 否 则 站 = Е 非 三 次 曲面 .于 








是 
É = af +A + ht + B +-- 
一 及 و‎ 
A 
= a(n еъ 5 + g0. 
此 处 g(6) 为 6 之 三 次 多 项 式 其 首 项 系数 为 ai, 换 7 十 КАШ 


Р = ар +60. 
两 边 各 以 起 乘 之 ,再 用 一 简单 的 变换 避 = ag + А, = at 可 将 此 式 化 为 (2) R. 
由 定理 1 故 得 定理 . 
2) 假定 NEP 无 一 次 有 理 因子 ,(7) 式 可 以 写成 
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E = af + f.G) + лор лор, 
ЖА Л ато це PCD Re, ярд 


$ = af" + g. GD£ + в, р. 
РАДЫ а? RZ, FER at raf 为 5 及 &, 则 得 


Ë = # + (Aq + Bg + C08 + Бр + ЕР + Fp + G. ао 
同 定理 1 法 ,以 
ё= +T. ЗА + арфы ар 
代入 (10) 式 ,得 
«Т +A" ++: = Оў + Тр + СА + By + C)( + Тр 
+ Dp + Eg: + Fa + G. a2) 


Banw ZWADKE рор 之 系数 为 零 . 如 此 则 得 一 9 之 二 次 方程 式 
Ір +Му+М = 0, 
此 处 工 并 非 为 零 (读者 自 证 ). 解 此 方程 得 
т= В + A, 
JAE А,В 及 4 为 了 之 有 理 函 数 , 以 此 代入 (11) 则 
фта taa. = n tm A. 
Hi A = ОДОЖ. H A + 0, fr 
ёа „з-й rn... 
№ 7 


а 
以 此 代入 (10) 式 得 一 a 之 三 次 方程 式 ,其 之 系数 为 
ai + Apia: + 083 (= fs а: 800), 
此 非 为 零 . 此 三 次 方程 式 之 二 根 已 知 其 为 士 VG, 故 其 第 三 根 m 为 了 之 有 理 函数 , 即 
€= а Fares = В +в, = у оо 
在 三 次 曲面 (10) 上 ,并 可 证 明 :,7 必 不 能 均 为 常数 ,其 证 明 一 如 定理 1. 于 是 定理 得 
到 证 明 . 
定理 3 ASEPO Ттр 为 8&5 之 二 次 齐 次 式 , 则 三 次 曲面 
ЗО ЕТО +E = 0 (13) 





上 有 无 穷 个 有 理 点 . 
证 :以 fe.) RAID 之 左边 , 则 
ПО = (а +a OË + (8, +В О + (y: + aD + к оьр, (14) 
Акер 乃 及 之 一 次 式 .于 定理 6.3 中 取 A = a Ha:g B = p Heg C 
у + y M 








B°: 4АС = (в HRD? — Ala +a: D +0 р. 
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Ж а: 3 ООЙ y: Z MRE 





Z) sik B? —4AC 为 一 平方 数 .车 a 
ГА 


=y = 0,08 20, & = (8, + B.D" — 4а, у, 亦 有 有 理解 (再 用 定理 6. 3). 但 有 
一 情况 必须 注意 , 即 若 以 5 代入 (14) 后 ,所 有 的 , 印 ,下 之 系数 篆 等 于 零 .此 





时 车 及 之 系数 不 入 为 零 , 则 可 将 Ой р ЖОН, (е) аян, 
定理 依然 成 立 .车 及 之 系数 亦 全 为 零 , 则 
SEPO = а нар + Ag, + Вр + (C+ Оре 
+ (Е+Ер+С+Н + До + K. 
FAD 式 中 如 命 《 = 0, 得 ето 为 及 之 二 次 齐 次 式 , 故 在 上 式 中 
C=E=0,mG+K=0, 即 


ffs) = (Ga +a, D (Ë + АБ + Вр + Deg + Fgt) + P(O ,P(0) = 0. 
a5) 





注意 
Ар + ACE + AEC + ВО" + БЕДЕ Ес + р 
= É + Agy Вр + (22 + Аи + D)& + САА + 2Ви + ЕЗ +. 
# ААВ, WERA Ви {# 24+ Ан + D = 0, АА + 2Ви 十 下 一 0. 故 可 假定 
fet, O = G +a, D (Ë + Абу + Вр) + Ср 800) = 0. 





ГЕ еек 
Tatap | И Fart)’ 
则 得 


Х* + АХҮ + БУ" +Z (a +% )к(®)= 0. 


HgO = 0, 故 Z (a + $a (去 ) 为 Z 之 三 次 式 ,此 易 化 为 定理 2 之 形式 . 
故 得 定理 . 
Жл = 4B, 则 (15) PRA E+ $= €= N тр A ZK, 


故 亦 得 定理 
Жа = h = т = 0. 2 da MEAE ЕЕН Кыр р тау 
+É ЛИ RER 
аё +A@m+ nf + fC = 0, 


此 处 (E) = Ар + ВР + CF + DE. THERE € = Хот 





Y=} 
关心 = 去 ,可 得 
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а: Х +В XY + пу: + A + BZ + CZ: + DZ° 
再 经 过 一 次 变换 ,可 使 其 化 为 定理 2 的 情形 , 故 得 定理 - 


Жата 0.8 = iar , 则 经 过 一 次 变换 # аар 


一 《可 使 (14) 式 的 左边 变 为 了 的 一 次 式 . 于 是 定理 亦 得 证 . 
定理 4 ”若非 锥 面 及 柱 面 的 三 次 曲面 上 有 一 有 理 点 , 则 有 无 穷 个 有 理 点 . 
证 :可 假定 原点 即 为 此 有 理 点 . 如 此 则 此 曲面 可 以 写成 
SEPO + SCE, HS Cert) = 0, ав 
此 处 Ser) Я Zi KEKR. 
р (рр EFF O, 
SEPP HS: Epp = 0, 





可 得 
(л) (Ета) 0. 
W 
E =—5(а,8,1)/5,(а›8,1). 
故 得 定理 . 但 须 注意 二 事 , (1)S,(e,p,1) 便 等 于 0, 如 此 则 原 曲 面 非 三 次 者 ， 
(2)5, (а,В,1) 恒 等 于 0, 则 原 曲 面 为 一 三 次 曲线 及 原点 所 演 成 之 锥 面 . 
2) # $ (Е.О 非 恒 等 于 零 , 则 用 变形 Spp 一 ,可 以 得 出 
Ss Cerne) + Sree) + t = 0. 
# SEO) 5,060) 均 不 便 等 于 0, fr t= 0, 则 得 
5, (8,9,0) + S: (6.10) = 0, =— S (&/1,1,02/$, (&/4»1 ,0>. 
E Sep 恒 等 于 0, 则 SC, = gapi ет = z$ “x= 


У, 





5,(Х,уҮ,1)+2(Х,Ү,1)+ = 0. 
即 


(Z++Lx.y,D) = осу —5,‹Х,у 4л). 


此 乃 定理 2 中 所 讨论 者 . 故 得 定理 . 

Ж 5, (6, 1,0) EF FO, 5, (6..0 = СТО Ер 3 НЕА. 
故 定理 已 完全 证 明 . 

习题 1. 0 求 出 下 列 不 定 方程 的 全 部 正 整数 解 : 


о 此 请 习题 之 解法 ,并 非 国定 用 革 一 节 之 方法 ,帮办 于 本 章 之 末 
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D2 —3 =1, 
28-2 =1. 
习题 2. 证 明 不 定 方程 
=2 +38 
只 有 三 组 整数 解 :z = y= z= r= l,y = 2,z = Oj1 = 2,у = 4, = 2. 
习题 3. 求 出 不 定 方程 
ея 
的 全 部 有 理 数 解 . 
习题 4. 证 明 不 定 方程 





y+1 
只 有 二 组 正 整 数 解 :xz = 2,y = 1;z = 3,y = 2. 
习题 5. 求 出 不 定 方程 
G+ =+ 
的 全 部 正 整数 解 . 
ЭШ 6. ШЙ z = 7,у = 20 是 不 定 方程 
1+х+ +m = 





唯一 的 解 使 = 为 素数 者 
习题 7. 证 明 不 定 方程 


' 


таап! Û +n tanî? L 
z y 





ЯНИЕ ЩИ kmnzy = 1,1,1,2,3;1,2,—1,2,7;1,2,1,3,7;1,4, —1,5, 
239. 试 利用 最 后 一 解 以 计算 x 之 值 准确 至 十 万 分 之 一 . 


第 十 二 章 二 元 二 次 型 


$1. 二 元 二 次 型 之 分 类 


定义 ”对 固定 之 整数 ab,c, 二 次 齐 次 多 项 式 
F = F(z,y) = ar + hry + cy? 
称 为 二 元 二 次 型 ,或 简称 为 型 ,以 {a,b,c) 表示 之 . 整数 
а= bî —4ac 

称 为 此 型 之 判别 式 . 

由 此 显然 可 见 

d 三 0 或 1 (mod 4). 
定理 1 下 可 分 解 为 二 整 系 数 一 次 式 之 积 之 必要 且 充 分 条 件 为 d 为 一 平方 数 . 
证 ,1) жа 为 一 平方 数 及 a 关 0, 则 
аё + +e = а((«+#) -总 )=。 


有 有 理 根 ,由 定理 1. 13.2, 可 知 此 式 可 以 分 解 为 二 整 系数 一 次 式 之 积 . 若 a = 0, 显 
MH Flay) = (hz + cy)y. 


2) #: 
art + hzy + cy! = (rr + sy) (ar + uy), 
则 
d = В — {ac = (9 + ru)! — Ar + su 
= (s — ru)’. 
故 得 定理 . 
今后 常设 非 平方 数 . 


#а<0,а > 0, 
4aF = (2az + by)? + (дас — B) y 
= (2az + by): — dy”. 
BAIER ry KA Fly) > 0. # F(z,y) 一 0, 则 得 工 = у = 0. 此 种 型 称 为 定 
正 型 .又 车 d < 0,а <0 НЕ х,у RH F < 0, 此 型 称 为 定 负 型 . 以 一 1 REM 
型 , 即 得 定 正 型 . 故 今后 常 论 定 正 型 ,并 简称 为 定型 . 
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若 4> 0, 则 
Е(1,0) =a, ЕФ, —2а) = ab? —b + b» 2a +c + 4a 一 
Жа з O, NH ñ —IE—ft. #; с © 0, KIR {A — TE—~ f. ва 
FO,D =b, FU,- =—b, 








= 0, 则 


也 是 一 正 一 负 . 故 当 d 二 0 时 ,型 F(z,y) 能 取 正 值 也 能 取 负 值 . 因此 此 型 名 为 不 定 


型. 
定义 若 有 一 整 系数 变换 
z=rX+Y, y=1X+uY, т— 
Ж Р(х,у) % GCX,Y) WN F 5 G 相似 ,以 
F< G 





表 之 .或 调经 Й mene. 


更 具体 些 ,如 命 下 = {a,b,c}, G = (ал sb с) , 则 得 

а = а" +51 +а', 
ars + b(ru + я) + аи 
= 2ars +60 +25) +2аи, 
cı = as" + bsu + аи". 





b 


由 此 立 得 
bi — sarci = (2ars + b(ru + я) + 20и)? 
— (ar + brt + а) бак? + bsu + си?) 
= (#' — 4ac)(ru — я)! = bî — ac 
由 此 可 见 , 相 似 之 二 型 之 判别 式 相等 . 








а. 


(69) 


(2) 
(3) 


XH d < 0,a > 0, Wa = F(r,) > 0. а, = 0,W r = t= 0, 此 不 可 能 . 故 


а > 0. 换 言 之 ,与 定 正 型 相似 之 型 也 是 定 正 型 , 
定理 2 (DF 一 F( 自 反 性 )， 
Gi) # F ~ С, G ~ ЕСИ), 
Gi) # F ~ G,G — Н, F ~ НОЕН). 
此 定理 之 证 明 极 易 , 故 从 略 - 


依 相似 性 可 以 将 判别 式 为 d 之 诸 型 分 为 若干 类 . P| — 2 >и НИШ, ЖЕ) Ж 


之 型 绝 不 相似 . 


显然 同类 诸 型 所 表 之 整数 相同 . 盖 荐 上 = G(X,Y), И k = РОХ 十 YX 十 


uY) 故 也 . 
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$2. 类 数 有 限 


定理 1 每 一 类 中 必 有 一 型 适合 于 
lolslalSlel. 
ЗЕ: а ЖЖЖ Br fb ЗК 2 R 6 80 C 0) 中 之 绝对 值 最 小 者 . 再 命 (ao sbo sco) 
为 此 类 中 之 任何 一 型 . 则 有 r, 使 
а = ат + т +, 
ңе = LERA My BH (а, be) ЖИЙ, ШЗ; <| а | ,是 不 可 能 ， 


DE, Жи Mru — я = 1. а doco) #(/ +) а,Ь” „с. 又 变形 
1А 
(1) 


b= 2ah +. 


Ala," Ж{а,ьс} ,其 中 


可 取 整 数 六 使 
lól<lal. 
因 c 可 由 {a,b,c) 表 出 ,而 (a,b,c) 5 (ao sbo rco) 同属 于 一 类 中 : 故 1c1 三 |a1. 
(但 须 注意 c 去 0, 着 c = 0, 则 d Ж.) 
定理 2 RUAM. 
证 :1)d > 0( 不 定型 ). 由 定理 1 可 知 
| ас 12 2 = d + 4ас > hac. 
Же 一 0, 又 
ба < 4 | u |=—4a = d-t <d, 
即 
als. 


又 由 定理 1, |b |< L V/d. tk a Rb 只 有 有 限 个 可 能 性 ,而 上 — CF — d)/4a 之 值 也 


有 限 . 故 得 定理 . 
2)d < OGER). 由 定理 1 可知 ( 设 a > 0) 
—d = 4a — b 22 4а? — Б > 3a , 


Жо <a < 3 .由 定理 1 可 得 定理 
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定理 3 ”判别 式 为 d 之 定 正 型 之 类 数 等 于 适合 





—а<%<а<‹с 
ee = dg O 
ZENH abre 之 组 数 . 
证 :1) 由 定理 1 已 知 在 一 类 中 至 少 有 一 型 适合 于 
-а<ь<а<с 
(Дас 常 为 正 ). 比 结论 中 所 多 出 者 有 次 列 诸 型 : 
—a =b, а<с 
及 
—a<b<0, а= с. 
今 往 证 明 
(а, ас} ~ (аас) 
及 
ба, Бла} ~ lasba). 
因为 {a, 一 cc) 经 (1 ПМЕ (ана, arb (°, 5) 而 变 为 fa， 
ba}, 故 得 任 一 类 中 必 有 一 型 适合 于 (1). 
2) 今 证 其 中 任何 二 者 不 相似 . 即 若 
(a,b,c) ~ {a sb yc} 
3EW 84 F(1) Jll a = a” be = с. 
sika <a (7 “) 变 favbe} ас) АИВ 
а’ = atita, D 
Ы = 2ars + b(ru + g) + 2аи. (3) 
由 前 者 可 知 
ара 2а" -а\п \+а? = а(\т|—|11)#+а|п|>а|п|, (4 
即 


Im <1. 
Жи |= 1, 则 a = a. ЖА, Ми = 0, jt. 
ара > arî +а? = аб +) >a, 





HM a = а. 


先 设 c> a, 则 上 必 为 零 . 不然,(4) 式 中 由 于 at > att ,而 得 a > a, 此 不 可 能 . 


Ë: = O, = 工 由 (3) 式 
b' = 2ars НЬ=Ь (mod 2а). 
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B—-a<b<aR—a=—a < <a = an 86 = Б. HHL с=с. 
再 设 > a (= a) ,可 如 上 法 得 出 同样 结论 . 
今 尚 留待 讨论 者 为 = = a = c с 之 情况 .此 时 必 有 

=+. 








4620,5’ 2 0,88 b =>. 
附注 :对 非 定型 之 情况 并 不 如 此 简易 . 
定义 适合 (1) 之 型 , 谓 之 已 化 型 . 
习题 1. 下 表 给 出 0 <— d < 20 之 所 有 的 已 化 型 . 


4-3 [4 | -* | || -2 
аа 
1 о [а [о [о о [ә | 

n 


TT 


习题 2. 证 明 d = 一 48 时 有 四 个 已 化 型 : 
(1,0,12), {2,0,6), {3,0,4}, {4,4,4}. 


















































$3. Kronecker 符号 


定义 Adm O (mod 4) HEE, km > 0. Kronecker fF (£) 
定义 如 次 : 


1 
о 


ж pld; 


#a=1 (mod8), 
#d=5 (mod8). 


Legendre 符号 (p ARW, ptd). 


П 
Жы 


э| оа S s. 


т 


#m = [Ipp 为 素数 , 则 





по). 


由 此 易 证 :车 (d,m) > 1, 则 


(т) = 1,WJ 
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HF mı > 0,m > 0, 则 








EE 
定理 1 #m>0,(m,d) = 1, 则 Kronecker 符号 
e I(r): ETELE O 
2 (cot (E). жао. 
E (Tm). (2) (тт) ё Jacobi 3. 
证 :1) 设 d 为 奇数 ,由 定义 及 定理 3. 6. 5, 可 得 
(#)- (07). 
2) 设 d = 2%и,2 и, b > 2,118 т 为 奇数 ,所 以 


(8) (Ê (E)= (Ge ss (тат). 


由 此 定理 ,可 推 得 


故 有 
定理 2 Kronecker 9 (4 ) 为 模 | d | 的 实 特征 . 
定理 3 Kin 0,n> 0,т = n(mod | d |), 
外- (4), #a>o, 
-& 


)， #a<o. 





(4= (тая) (тате) = (flra) 
коча 为 奇数 时 ,由 定理 1, 得 
1, #а>о, 
(па) = (R= (= © = ` #a<o. 
而 当 d 为 偶数 时 , 记 d = 2u ,2 {u,b > 2, 则 由 定理 1, 得 
(пат) = (га) о (т) о (БА) 


-bs l, #d>0, 
一 1， #а<о. 





第 十 二 章 ”二 元 二 次 型 + 301 + 





故 得 定理 . 
定理 4 KH >0,(d. = 1. 同 余 式 
2%=4 (mod 4) а) 
之 解数 等 于 
a 
25($). 
(7) 


此 处 f it k 之 诸 无 平方 因子 之 正 因子 . 
显然 , 若 开 是 一 解 , 则 z + 2k 亦 然 . 故 由 定理 可 得 





d (той 4k), 0<r<2k 
а 
атат (9). 
证 :1) 若 d 为 奇数 , 则 d = 1(mod 4), 164,40) = 1. 由 定理 3. 5. 1, 可 知 同 余 
式 
r=d (той р) 
之 解数 为 


2, #p=2, 1-2, 
2(1+ (5). #p=2, 1>2, 
1+(2), 者 p>2 

由 定理 2. 8.1, 可 知 (1) 式 之 解数 为 

а 4 
#П@+(4))-#®(@. 
2) 设 d 为 偶数 , 则 4 = 0(mod 4). 故 上 是 奇数 . 
m==dáa=0 (mod 4) 
жж. 
rad (mod р) 


%1+ (5-59. Ня 2. 8.1, 可 知 (1) 式 之 解数 等 于 
21+ ($))-23(7)- 
$4. 二 次 型 表 整 数 之 表 法 数 


EX Надо 二 1, 则 {a,b,c) МОИМ. (а.о = g > 1, lla, b,c) N 
之 非 诛 型 ， 
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Ba [AEEA AMREF d/g. LE labe) ~ las sh ve) = 


者 同 为 原型 或 非 原型 . 
以 h(qd) RA а 为 判别 式 之 原型 之 类 数 . 
显然 以 4 为 判别 式 之 型 之 类 数 等 于 
` (4 
zala) 
于 诸 原 型 类 中 每 类 取 一 代表 ( 若 为 定型 , 则 讨论 诸 原 定 正 型 类 ) ,而 得 一 代表 
系 . 命 之 为 
Еее Fun, 
定理 1 设 和 > 0,0,0 = 1 ft Gk) 表 诸 等 式 
k= Fi lzy) psk = Fao(z,y) 
之 原 解 之 个 数 之 总 和 , 则 


ЖЮ = w 2(4). 
(关于 原 解 及 uw 之 定义 ,请 参考 前 章 $4.) 
证 ; 先 从 同 余 式 
Fmd (mod4k), 0<l<2k 


之 解说 起 , 对 此 式 之 一 解 0, 由 已 一 4km = d 可 定 出 一 整数 m. 如 此 得 一 型 {k,l,m) ， 
BIE (slim) 为 原型 , 且 有 判别 式 d. 故 {k,L,m) 与 Е, 中 之 一 相似 , 且 恰 与 一 
又 由 定理 11. 4. 3 已 知 对 每 一 ! 有 也 个 既 约 原 解 . 故 

k= F.(z,y),=*,k = Fua (2y) 


之 既 约 原 解 之 总 数 为 
4 
©}; (F) 
又 诸 原 解 之 总 数 为 
b) = w У) (7) 
Рту 


(йод) =1, Е А.а) 1). 0,2 = ТА 
ау уу 
ет У (5) 


〈 因 任 一 整数 n 必 可 表 成 n = fg*,f 无 平方 因子 及 g 20. g | k, 
相当 ,反之 亦 然 . ) 
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今 举 本 定理 之 一 应 用 . 

BECO = 1, 故 Ck) HY k = r + y 之 解数 . 故 得 : 

定理 2 = +y 一 上 之 解数 等 于 四 售 于 之 因数 三 1 (mod 4) 者 之 个 数 减 去 
和 之 因数 (mod 4) 者 之 个 数 . 

此 与 定理 6. 7. 5 之 结果 完全 相符 合 . 

习题 1. т, F2 = 2'm 之 解数 等 于 20, 此 处 o 为 m 之 因数 三 1 或 
3(mod 8) 者 之 个 数 减 去 m 之 因数 = 5 或 7(mod 8) 者 之 个 数 . 

习题 2,.k = t try ty ZRH SE). be EO) 为 上 中 形 如 3h 十 1 之 因数 
之 个 数 减 去 形 如 ЗА 十 2 之 因数 之 个 数 . 

习题 3. # m 为 奇数 , 则 x? 十 3y* = 2m 之 解数 有 三 种 情形 :若是 奇数 , 则 无 
解 ; 若 ! = 0, 则 解数 为 2E(m); 若 1 为 正 偶数 , 则 解数 为 6E(m). 此 处 Ет) 之 定义 
ME. 

习题 4. 车 m 为 奇数 , 则 zx? 十 3y* = 4m A Em) 个 正 奇数 解 . 

ЭШ 5. т S fy k И z + 4y' = 2m 之 解数 , 当 k 二 0 时 为 2E, 当 = 二 1 时 
0, ЧАР 2 В} 2Е, НЕЕ Hm Z ЖИТ = 1(mod 4) 者 之 个 数 减 去 4 之 因子 
= 3(mod 4) 者 之 个 数 . 

习题 6. 用 ebm) 记 nn 之 因子 中 三 1,2,4Cmod D 者 之 个 数 减 去 三 3,5,6(mod 7) 
者 之 个 数 所 得 之 差 , 则 0 < n = z' + zy 十 2y 之 解数 为 2eCn)。 

IT. т HARY e'm) = (ae 十 1)e(m). 若 3+t, 则 当 为 奇数 时 ,e(34) 
三 0, 当 5 为 偶数 时 ,e(3%) = elt). 

习题 8. 若 m 为 正 奇数 , 则 m = z' + Ty 之 解数 为 2e(m);2m = 27 +7y' 之 解 
数 为 0;4k = з? Fy 之 解数 为 2e(k) ,为 整数 . 

ЭШ 9. F m 为 正 奇数 , 则 zx? 十 7y* = Вт ti elm) 个 正 整数 解 . 

5810.0 < m = r +2у+3 之 解数 等 于 m 诸 因子 中 二 1,3,4,5,9(mod 11) 
者 之 个 数 减 去 三 2,6,7,8,10Cmod 11) 者 之 个 数 所 得 之 差 的 二 售 . 

















$5. 二 次 型 的 mod q 相似 


命 q 为 素数 . 若 有 一 整 系数 变换 
z=rX+sY, y=X+uY, би gq) = 1 а› 
使 
ах" +bry су? а Х +b XY Yt (mod Q), (2) 
则 谓 二 次 型 {a,5,c) 与 {a sbi „с, ) mod q HM. @ 4,4, 分 别 表示 {a,b,c) {ai sbi» 
cı} 的 判别 式 , 则 显然 有 
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dı = Gu — 4) (bî — Аас) = (ru — s)*d (mod q). D 
由 (3) RAI RIFF {a,b,c} t lab ‚с, mod p 相似 , 则 必 
4\_(4 
()- ($) 
Nq 为 一 大 于 2 的 奇 素数 p. 设 型 {a,b,c) 的 判别 式 为 4, 且 p+d, 则 {a,b,c) 一 
定 与 一 形 如 {a ,0,0) 的 型 mod р HW. BHI p (а,Ь,с), p ra, Wir X = z+ 
>Y = y(mod 站 ,可 得 


二 =<[z+ Ë) бу = aX? — yt: (mod p); 
B рус, ши Ж ШИЕ, p | (ас), ptb МИ zr = ХУ, у = Х-У, 4 
ах? + bry + су? = bry = bX: — БҮ? (mod р). 
故 对 于 这 种 情形 ,今后 不 妨 假定 p | b.p ас 而 讨论 之 . 
引 理 1 若 pP+ac, 则 必 有 ,y 使 
ах? + су! =l (mod р). 
HE fr х,у ##%10,1,+-,р—1,Жалх! 与 1 一 cy* KAEH Ati. 所 
以 必 有 一 组 zyy 使 
az = 1—су (mod p), 
亦 即 引 理 . 
$ 1= ar" + at (mod p), 而 命 s,u 为 任何 一 对 适合 pr — st 的 整数 ,固定 ， 
“їй 


ù, = 2ars -2аи, с = as? + си? (mod p), 
у {а,0,с} ~ (1,6, с.) (mod p). Ef 为 后 者 的 判别 式 , 则 由 前 面 的 讨论 必 有 
ла) ~ [1.0,-&]- @0,-4} (mod p). 


总 结 以 上 所 述 ,可 得 : 
定理 1 Hab) ЖЖЖ d. p > 2, p + d, X. r Я mod p 的 任 一 二 


4) 
KENAR (5)= 1н, 
а,Ь,с} ~ (1,0, — 1} ~ {0,1,0} (mod p); 
d 
而 当 ( 多 )= 一 1 时 ， 
(a,b,c) ~ {1,0, —r} (mod p); 


X(1,0, — 1) 必 不 能 与 {1,0, — r)mod р 相似 . 
£. 判别 式 相同 的 二 次 型 必 互 相 mod p 相似 , 为 一 不 能 整除 d 的 奇 素数 . 
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АР а = 2, 而 二 次 型 有 奇 判 别 式 的 情形 ,有 : 
定理 2 ”任何 有 奇 判别 式 的 二 次 型 , 必 与 下 列 二 型 
{0,1,0}, {1,1,1} 
之 一 mod 2 相似 , 且 仅 与 其 中 之 一 相似 . 具体 言 之 ， 
{абс} ~ {0,1,0}(mod 2), #2 | acs 
(а,Б,с) ~ {1,1,1)(mod 2), #2 Рас. 
证 : 因 2+d, 故 2+6, 故 若 2+ac, 则 
ах? ыу + су = + + zy + ر‎ (mod 2); 
车 21ac, 则 必 21a 或 21c. 若 21a, 则 
ах? + bry + су* = ту + су: = y(z+cy) (mod 2), 
HN (a,b,c) ~ (0,1,0) Стой 2); 若 2 | c, 也 可 用 同 法 得 之 . 
(0,1,0) 不 能 与 {1,1,1)mod 2 相似 , 故 得 定理 . 

系 .任何 二 个 有 相同 的 奇 判别 式 的 二 次 型 , 必 mod 2 相似 . 

今 考虑 p 能 整除 二 次 型 的 判别 式 的 情形 . 

3182 命 n 表 一 已 与 之 整数 , 则 必 有 二 整数 z,y,(z,y) = 1, 且 使 

(Рау т) = 1. 

Ш. q 为 任 一 案 数 . 因 F(z,y) 为 一 原型 , 故 9 V (a,b,c). # q Ya, W. q F 
F(1,0): 若 gfc, 则 9g+F(0,1); 若 91 (avc), 而 9+b, 则 gf+FCG1,1). 故 若 a = q, W 
定理 已 明 . 

ата Я" 的 所 有 不 同 的 素 因 子 , 由 以 上 所 述 , 必 有 整数 xi,y ,使 

qt Fay). 
由 孙子 定理 可 知 有 二 整数 X,Y 使 
X = (той 4,),У = y,(modq) G= 1 





显然 可 见 
(FOXY, = 1. 
XM z = X/(X,Y),y = YAX Y) Мск, у) = 1. 而 
(F(z,y).n) = 1. 
RYE p> Hab) 的 判别 式 4 适 合 p | d 的 情形 . 因 p4 (a, , 故 今后 
不 妨 假定 pta. 易 证 
a,b,c) ~ (а,0,0} (mod р). 
定理 3 р>2, АИ а,6, с} Hiaba) WAHREN d Rd H pld, 
p Î dı. а,Ь,с} $ {ai sb sci} 能 mod p 相似 的 充分 必要 条 件 为 


(=): 
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其 中 ,各 为 任何 能 经 fa,b,c) ,ta 和 vc) 表 出 县 适合 (k,d) = 1,06 ,d) = 1 ffJ 
整数 . 
证 :由 引 理 2, 可 知 ksk, 之 存在 . @ k = ar" + bzy 十 cyz(mod p) ,(k,p) = 1, 





M 

اد( عدو د 
ЕНЕНЕ ,bivc mod p 相似 , 则 由 相‏ 
似 的 定义 , 立 得‏ 


(>)- ($) ($)- ($) 


м (5)= (Z) , 故 有 整数 = 使 


szal) ($) 


а= ат? (mod р). 
故 得 
{asbse) ~ {a,0,0} ~ (a 10,0} ~ (аза) (mod p). 
下 面 我 们 来 讨论 户 = 2, 而 2 | d 的 情形 . 先 引进 符号 ; 
гю = C D, H= 0R 3(mod 0, 


«ө = (DP, HÍ = 0 R 2(mod 8), 


гю = СОЧ", #4 = 0 8 6(mod 8), 


其 中 为 能 经 {avbc} 表 出 的 奇 整数 . 
因 2 | d, 故 必 215, 故 今后 不 妨 假定 b = 0 而 讨论 
ах? +ey", dd 一 一 4ac. 
定理 4 二 个 适合 从 = 3(mod 4) 的 二 次 型 mod 4 相似 的 充分 必要 条 件 为 他 们 


有 相同 的 仿 
证 : 因 d = 一 4ac, 故 ace = 1(mod 4) , JFËJ a = c(mod 4). # 2 + k, B. k ВХ, 
(+y) (mod 4), 
a(mod 4) ,所 以 得 到 
000 = Bla). 


k= ах? + су? 


因 х,у 不 能 同时 为 奇 或 侦 , 故 必 上 





由 此 极 易 推 得 定理 . 
用 同样 的 方法 可 以 证 明 下 列 诸 定 理 : 


定理 5 二 个 适合 全 二 2(mod 8) 的 二 次 型 mod 8 相似 的 充分 必要 条 件 为 他 们 
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有 相同 的 < 

定理 6 二 个 适合 全 三 6(mod 8) 的 二 次 型 mod 8 相似 的 充分 必要 条 件 为 他 们 
ЖАН а. 

ERT PEA = mod 4) 的 二 次 型 mod 4 相似 的 充分 必要 条 件 为 他 们 
有 相同 的 6 

定理 8 二 个 适合 全 二 0(mod 8) 的 二 次 型 mod 8 相似 的 充分 必要 条 件 为 他 们 
有 相同 的 8 及 e。 

习题 1. 任 何 二 个 适 





2(mod 4) 的 二 次 型 必 mod 4 相似 . 


ві = 
ЫП 
习题 2. 任何 二 个 适合 = 1(mod 4) 的 二 次 型 必 mod 4 相似 . 


习题 3, 任何 适合 生 = 1(mod 4) 的 型 必 与 
т +3у, 2+7у 
之 一 mod 8 相似 , 且 仅 与 其 中 之 一 mod 8 相似 . 并 由 此 推出 任何 二 个 具有 相同 判别 
R 4,1 = 1(mod 4) 的 二 次 型 , 必 为 mod 8 相似 . 


习题 4, fir q 为 任 一 正 整数 . 任 二 个 二 次 型 对 mod q 相似 之 必要 且 充 分 条 件 为 
其 特征 系 全 同 . 


$6. 二 次 型 的 特征 系 . 族 


由 相似 及 mod q 相似 的 定义 ,立刻 得 到 若 二 个 二 次 型 相似 , 则 对 任何 9, 他 们 必 
为 mod q 相似 . 

EXI Яр, ‚р. Hd Ж# RT. 0,20) 二 1, 且 可 以 F(z,y) 表 出 之 ， 
则 由 上 节 之 讨论 可 知 


(=) оова O 


ZRA k mit. 称 他 们 为 F(z,y) 的 特征 系 . 
因此 二 相似 的 二 次 型 有 相同 的 特征 系 ,所 以 可 以 定义 二 次 型 类 的 特征 系 . 
定义 2 若 二 个 有 相同 判别 式 d 的 二 次 型 类 的 每 个 特征 值 都 相等 , 则 称 他 们 为 
属于 同一 族 . 
易 见 族 乃 由 若干 类 所 组 成 ,今后 将 证 明 每 一 族 中 所 含 的 类 数 相等 . 因此 项 事实 
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在 研究 二 次 域 上 理想 数 时 ,更 为 直觉, 故 不 在 此 处 证 明 . 
族 的 概念 主要 是 由 于 讨论 用 二 次 型 表 整 数 的 问题 所 引起 . 
命 F(x,y) 表 一 的 二 次 原型 . 今 往 讨论 不 定 方程 式 
k= Р(х,у). (2 
车 h(d) = 1, 则 此 问题 可 由 定理 4. 1 解决 之 .但 车 h(d) > 1, 则 定理 4. 1 仅 给 予 若 
干 不 完整 的 结果 . 例如 若 WA) = 0, 则 (2) 式 无 解 ;但 车 (k) 天 0, 则 (2) 式 有 解 否 ? 
荷 有 解 , 则 解数 多 少 ?此 皆 非 定理 4. 1 之 所 能 回答 者 . 族 的 引入 ,对 于 这 个 问题 的 解 
决 ,也 有 部 分 帮助 . 
例 1.4 = 一 96, 共 有 四 个 定 正 已 化 原型 
{1,0,24},(3,0,8} ,{4,4,7} ,(5,2,5}. 
由 定理 4. 1 {дл ik PO RIL k UIE CZ НОЖ 


#®=?2 x (=). 


此 处 经 过 k 的 所 有 的 正 因子 .为 欲 算 出 特征 系 , 必 先 选 出 与 d 互 素 之 k, 且 可 由 该 
型 表 出 者 , 今 各 取 








k= 1,11,7,5, 
因 之 算出 


+ 






ЖЕЛ 
1,0,24} 
13,0,8) 
СЛ 


(9,2,5 


此 表 完全 说 明 每 族 包 有 一 类 . н ЖИНИ 4 k= 1,11,7,5(т\о4 12) 时 ,yp(k) 各 表 了 
第 一 ,第 二 , ЖЕ, 第 四 型 之 解数 . 更 具体 些 , 若 k = 1(mod 12), Jl WA) 一 
(= )# 
11 +24у = k 
的 解数 . 同时 ,也 已 证 明 当 上 三 11,7,5(mod 12) 时 ,上 式 不 可 解 . 
2.4 = 一 15. 共 有 两 个 定 正 已 化 原型 : 
{1,1,4},{2,1,2). 
各 取 k 二 1 及 17, 各 得 
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НТЦ ЙН k = 1,4(mod 15) Ж k = 2,8(mod 15). 997 k = 7,11,13 R 
14(mod 15), 不 能 以 此 二 型 之 任 一 表 之 .而 上 二 1,4(mod 15), 则 {1,1,4} Æ k 


之 方法 数 等 于 2 у) (ZL); a= 2,8(mod 15), 则 {2,1,21 表 上 之 方法 数 也 如 此 。 
T 
由 上 面 二 例 可 以 看 到 , 若 每 族 中 只 含有 一 类 , 则 当 (k,2d) = 1 时 ,(2) 的 解数 可 


以 完全 确定 


慈 将 d >— 400 之 每 族 只 有 一 类 之 情况 列表 如 下 (310 页 ). 表 中 还 列 出 所 有 的 


定 正 已 化 原型 . 
习题 ;如 例题 ,研究 d =— 20, — 24, 一 32, — 35, — 51, 一 75 时 之 情况 . 


$7. 级 数 KA) 之 收敛 性 


в 
Кк = 53 (41. 
此 力 一 非常 重要 之 级 数 . 
(LAME а | 之 实 特征 , 故 由 定理 7.2.3 可 得 
| = (4)|<14. 


=<, 
再 由 定理 6.9. 2, 可 知 级 数 K(d) kR. 
定理 1 


iml D (4) - HLko. 


4) Mit 


mm ° 





(е) 

minn т q 

азал а= % | 1.0.24 а = 185 | 
3.0.8 saar 
зат КУП 





5,2,5 тал 


а) 


(2) 
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пз 99 | 1.1.25 228 | 1,0,57 
12 | 1,0,3 5,1,5 2,2,29 
ња 100 | 1,0,25 3,0,19 

2,1,2 2.2.13 6.6.11 
16 | 1,0,4 112 | 1,0,28 232 | 1,0,58 
19 11,3 407 2,0,29 
20 | 1,0,5 ns | 1.1.29 235 | 1,1,59 

22,3 5.5.7 5.53 
24 | 1,0,6 120 | 1.0.30 240 | 1.0.60 

2,0,3 2,0,15 3,0,20 
2 |127 3,0,10 4.0.15 
28 |1,0.7 5,0,6 5,0,12 
32 | 1.0.8 123 | 1,1,31 267 | 1.1.67 

3.2.3 3.3.1 3,3,23 
as |1,9 132 | 1.0.33 280 | 1,0,70 

заз 22.17 2,0,35 
36 | 1.0.9 3,0,1 50.14 

2,2,5 6.6.7 1.0.10 
40 | 1.010 147 | 1,1,37 288 | 1,0,72 

2,0,5 3.3.13 КЕ 
alin 148 | 1.0.37 8,0,9 
ав | 1,0,12 2.2.19 вв! 

3.04 160 | 1,0,40 312 | 1.0.78 
я |113 аап 2.0.39 

3,3,5 5,0,8 3,0,26 
s2 | 1,0,13 1.6.7 6,0,13 

227 163 | 1,1,41 aas | 1,1,79 
во | 1.0.15 168 | 1,0,42 5,5,17 

3.0.5 2.0.21 таз 
64 | 1,0,16 3.0.14 9,9,11 

4.4.5 6.0.7 зво | 1,0,85 
віла 180 | 1.0.45 2.2.43 
72 | 1,0,18 2.2.23 5,0,17 

2.0.9 5,0,9 10,10,11 
15 |1119 тал 352 | 1,0,88 

33.7 187 | 1.1.47 44,23 
84 | 1,0,21 тал 8,0,11 

2,2,11 192 | 1.0.48 8,8,13 

3,07 3,0,16 372 | 1,0,93 

545 4.413 2,2,47 
вв | 1,0,22 т2л 3,0,31 

2,0, 6,6,17 
91 | 11.23 

53.5 








因 当 nn 增 大 时 ,ACr;d,n) 决 不 增加 ;又 因 


故 由 定理 6. 8. 2, 可 知 级 数 (2) ЖТ г Н. 
又 对 固定 之 n 有 


Alidan) 1 


т 
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lim AAD gdl) 1 


一 一 т ld] n 





故 得 





$8. 双 曲 扇形 及 椭圆 内 之 整 点 数 


定理 1 i> > 0, 与 一 以 原点 为 中 心 之 精 圆 或 一 以 原点 为 中 心 之 双 曲 鹿 形 
(由 双 曲 线 之 弧 及 由 原点 出 发 之 二 射线 所 构成 ). 命 1 为 其 面积 (有 限 的 ). 将 原 图 形 
ЖУСШ ОШ ӨЕ Кер. @ U O 表 此 放大 的 图 形 中 之 整 点 ,其 坐标 午 适 合 

= (тойт), = (тойт) 
者 之 个 数 , 则 
im K2 Д. 
а 


证 ,在原 图 形 之 平面 上 作 网 . 以 





(itm, pir 
* * 
жен. ишш 之 正方 形 . 
Е 


命 W(r) 为 网 眼 之 “西南 角 ” ТЕШИ SU (Р Ж Ж 48. 则 显然 有 
Ut) = Wio). 


今 网 眼 之 而 积 为 本 ， 由 积分 之 基本 定理 立 得 





故 得 定理 . 


89. 平 均 极限 


Mpk F) ЖЕН Е ЖА 之 原 表 示 之 个 数 , 又 命 
HGP) = У) Ф.Р, =>1. 


а 


+ 312 + 数论 导 引 
本 节 之 目的 在 求 出 极限 





lim IHG, P. 
REI 当 z,y 各 过 完全 剩余 系 mod | d | 时 , 恰 有 1 d | y d D 组 值 使 
Р(х,у) 与 d ER. 
证 :只 需 证 明 :车 p | dl > 0, 则 z,y РЕР 之 完全 剩余 系 中 恰 有 p'p(p') 组 
ФЕ РТРС, у) 即 可 , HR | d | 之 标准 分 解 式 为 [p!, 则 因 (d,F(z,y)) = 1 与 
p+F(z,y) 等 价 , 故 由 孙子 定理 可 知 当 zx,y 各 过 模 | d | 之 完全 剩余 系 时 ,共有 
Meron =i d | pa) 
个 值 使 F(z,y) d ER. 
因 (a,b,c) = 1, pt (a,c). Sit p ta, 
D 设 户 > 2. (р, 4а) = 1, 故 由 
4aF = (Зах + by) —4у* #0 (той p), 
可 知 
2ar +by #0 (той p). 
且 反 之 亦 然 ,对 y 之 任 一 值 (共有 个 值 ), 因 p+2a, 故 + 有 p 一 1 个 不 同 值 ,mod р. 
即 z 有 pm'(p 一 1) = фр) 个 值 mod p'. 故 得 定理 . 
2) Wk p = 2. h 2 | d IRN 2 | b. RHE 
ах? 十 bry + су? = (mod 2), 
即 为 
ат+суш1 (mod 2). 
AX у 之 任 一 值 ( 共 有 2' 个 ) 有 2' 个 工 之 值 (mod 2) 使 上 式 成 立 , 故 得 定理 . 
定理 2 БАЯ 


2z gld 
maT #а<о, 
HeP) _ | aT 14 
т 


ке loge gd) 
Е овес а>о. 
а 4 Ы 
ME: d < 0,@ UCD) = U(r, Е, ль +в) 表示 适合 
0< Р(х,у) < r, 





z= = (под |4|), y= (mod | 4 |) 
之 解数 . 若 4 > 0, 则 命 U(r) = ИС, Р. ху) 表示 适合 


0< Е(х,у) <=L>0,1< 





L 2 
<. 


т = х. (под |4|), y=y (тоа | 4 |) 
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之 解数 . HSE L.L. 之 定义 一 如 $ 11.4. 
Я хо,» 各 各 经 过 模 | d | 之 完全 剩余 系 中 使 (F(z。,y。) d) = 1 之 整数 组 , 则 
0 = У) фЕ,Е) = Н(т,Е), 





故 有 
lim HGP) L lim L 2, Ue. 


由 定理 1 , 若 能 证 明 对 每 一 组 z, sys HIR 





(281 
z #a<o, 
im UD n J TATE 
БУ bei d>0, 
иг ы 


则 定理 已 得 ,再 由 定理 8.1, 可 知 只 需求 出 椭圆 F(z,y) < 1(2 < 0) 及 双 曲 扇形 0 二 
Р(х,у) S1,L>0,1< (< (d> O 之 面积 便 已 足够 . 


1) а <o m Bl 
"جه‎ +bry + су" >1 





уна. 


2) 设 4 > 0, 不 妨 假定 a > 0. A 
L = 2az + 6+УФу, L = 2ar 十 (一 VE)y， 
Ж 
LL = 4a(az! + ту + ey), 
TL >O. 
所 求 双 曲 鹿 形 之 面积 为 
1= [агау. 


виа > 0,1 рсе REM 





ر 

去 ر‎ РА 

此 变换 之 函数 行列 式 (Jacobian) 之 值 等 于 
Әр др 

Эх Эу) ЖЕШ 

22 a| 24а 24а 
az ду 














2a 6—44 
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1= glee 
积分 变数 过 py < le > 0, < p< ёо. 此 乃 一 以 (0,0), (ет), а.р 为 顶点 之 等 
кийа. k 
ма = |а] + eft 
-Re-2)e+ f(g 8) 
-et 人 -ms 





所 以 
r= loge, 
Va 
而 得 定理 
$ 10. 类 数 之 解析 表示 法 
定理 1 
zy 41ка, #d<o, 
hd) = a. 
а Я 
Е, #а>о. 
证 : 命 





КЖ. 由 定理 4.1 可 知 
Уне.в = У) 
F TE: 


S 
= Y жю== > D(2). 

由 定理 7.1 及 定理 9.2 可知 
2х Фар _ „вар { 

көш. Та кеш K(d) 


271221 


А 
А 
ŠA 
A 


жа<о, 
жао. 
即 得 所 求 . 

故 今 之 问题 一 变 而 为 求 
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之 和 之 问题 余 . 
$11. 基本 判别 式 


定义 ”基本 判别 式 4 者 乃 判别 式 之 不 含 奇 素数 之 平方 因子 , 且 a 或 为 奇数 或 
= 8(mod 16) 或 三 12(mod 16) #. 

例如 :5,8,12,13,17,21,24,28,29，…- 

定理 1 任 一 判别 式 4 皆 可 表 为 fm? 之 形式 ,此 处 了 是 基本 判别 式 , 且 表 法 是 
唯一 的 . 

证 ;1) 车 a 是 奇数 , 命 m 为 最 大 之 平方 数 可 除 尽 d 者 . 命 d = fm , 即 得 所 求 . 

D 若 d 是 偶数 , 先 表 d = qr, 是 d 中 之 最 大 平方 因子 .显然 有 2 | r. 

Ж q = 1(mod 4), 则 q 即 为 基本 判别 式 . 

车 g 三 2 或 3Cmod 4), 则 取 / = 49, Ш 49 = 8 I 12(mod 16) 此 乃 基本 判 
HR. 

3) 唯一 性 ， 

ft d = fm mm 二 0,7 为 基本 判别 式 .若是 奇数 , 则 了 无 平方 因子 , 即 双 万 d 
之 最 大 平方 因子 .车 / 是 偶数 , 则 f = 8 或 12(mod 16.044 Д, От) 为 d 之 


最 大 平方 因子 . 由 此 种 说 法 ,唯一 性 已 明 . 
定理 2 fd = fm 为 定理 1 中 之 表示 法 , 则 
1 
к) = H(i (ук. 
证 :看 人 有 
dl узутуу 
Ka = (E = (52): 
3 1 
=>) 
设 m 之 标准 分 解 式 为 pt ере , 则 由 定理 1.7.1, 可 知 
Ж = Ер 
кс = КОР (pc 








NE - 
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= Hl- (fpo. 


由 此 可 知 今后 只 需求 出 K(7) 之 值 即 足 . 


习题. 试 证 若 d 为 基本 判别 式 , 则 (后) 为 一 模 | d | 的 实 原 特征 . 





§12. 类 数 公 式 
SH d 为 基本 判别 式 . 命 
* +, 若是 正 数 ， 
i VIET, FERA. 
定理 1 #04 < ак, 


> sme = 一 log (2sin $). 
证 :由 假定 ,0 < gp < 2л, 
> Z s logd = et) 
= log (2sin $ )+ iarctan(cot $) 


(озн (Е) 


将 等 式 两 边 各 取 实 部 分 和 虚 部 分 , 即 得 定理 . 


定理 2 FA 为 基本 判别 式 , 则 
15/4 : 
-5D (f)ossa m, #d>0, 
kn = Т, ku 
пя 2 (=), #а<о, 


证 :由 特征 和 已 知 С 
SE- (Epa: 


=V 


四 ”此 式 之 严格 证 明 震 要 用 及 Abel жя. 读者 可 参考 著者 于 “高 等 数学 引 论 ", 第 一 大 第 二 分 册 ,$ 13.7. 
科学 出 版 社 ,1963， 
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(车 4 为 基本 判别 式 , 则 (对 ) 为 原 特征 ). 故 


VD = D(A = SL 504), 








mx С з 4 
(O e 
D # d> 0, 则 取 上 式 之 实数 部 分 可 知 
Sra ss ты 
VaK(d) = УЕ) т E 
=- $$ (£ )iog(2sin 17) 
= Ў (io sin ¥ 
(аж 504) о), 
2) # d < 0, 则 取 虚 数 部 分 
VTSTK(d) = (4) 1 а 
аук к 
= (FE) 
=-тїт (FY 


由 定理 2 及 定理 10. 1 立 得 : 
жез id 为 基本 判别 式 , 则 当 4 二 0 时 


“© 一 Tsin ШЕЛ 
又 当 d 一 0 时 
к = a(t” >»). 
此 处 :过 适合 (全 ) 二 1 之 庄 r0 < r <| d |) ,而 :过 适合 人 
定理 4 设 4 为 一 负 基本 判别 式 , 则 


h(a) = -@) > = 


证 ;由 定理 1 已 知 : 当 2x < p < 4x BÎ, 


#)=-izikr. 
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е ý sag- _ z- (#5”)- -gtn‏ رر 














2 
如 定理 2 之 证 明 
aka (4)= 51 ЕЗҮН 
比较 虚数 部 分 
š "NS ма 
Матко (3) + (ль = 5002): таа ен 
.的 全 而) 也 ,的 全 -向 
(куи, llar 该 无 穷 级 数 之 值 为 0, 而 非 一 至 юзин (#)= 0, 故 无 害 


也 . ) к 
Утатк (4) ) 2 )++ У (2) 


раа 
=-2vTaTkc)+x У (2) 
раа 
=2VTaTKk(wW—« У (4). 
зм 
即 
vTaT(2- (4) =: у) (4 
«м 
故 得 定理 所 云 . 


习题 1, 试用 上 二 定理 中 所 用 之 方法 ,以 直接 证 明 


[ha] а 
ai D ($)- e- (8) 
JE 2 t р = 3(mod OF O, раа +£ Ti КАА 
ЛЖ. р = 1(mod 4), 则 其 数 相等 . 


$13. Pell 氏 方 程 的 最 小 解 


今 申述 以 上 结果 之 一 应 用 . 命 了 二 1, 且 了 4 关 0 或 1(mod 4). Хх,» 为 
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+ 39. 





-dy = 4 
Ж. хт, 十 Vdy。 最 小 者 (z > 0,y。 > 0) ,而 命 
‹-=®/®‹, 
本 节 之 目的 在 于 证 明 
=< 49. 


йа = m /, Ж /为 基本 判别 式 . 
定理 1 @/>о,А' В 则 
Е А +1 
malè )ج‎ |< 7-e 
证 ,由 定理 3. уйше 














м 
57-251) 
又 可 用 与 定理 7. 9. 2 相同 的 方法 证 明 
1 $ А +1 
A+ & (7 Vf )， 
而 得 定理 
定理 2 фал. 
Кк 
[È Diaa 





-eree ww 


о, (т, > 1. 
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озш. 
< FRM + [1 «^2 (7+!) 
< Ат = ANd. 


CAA f> S.1 < Ух 1 < т.) 


定理 3 命 4 > 5, 则 
K(a) < bloga +1. 


ЗЕ: п 过 1 时 , 命 
50) 





并 定义 S( 一 1) = 50) = 0. 于 是 有 
50) – S(n— 1) = 














T 4 
ИЕ? 1 
= sm хіта) 
2509) 
па 0027. 
命 
_Я_ 25% کے‎ 2S) 
s= > na? DG TŠ = > n 002), 


由 于 | So) |< tD. 
1 + 3 1 1 

ЫК 2" AAT 
° 





+2 
< log AD +y— Ê + 


>= 
> 


又 由 定理 2, 得 


A 


З 244 ЕК: 
15 I< атрофе AFT 


Ф y= 0.5772 ЖЕШ ЕЕ. 5) L < logz+7 之 证 和 可 由 lm ( 加 =) 
logz 为 一 递增 函数 而 得 - =" 
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ЖА = [2 Jd] + 1,9 








[KD ISIS IH S |< log AD у Ê +3 < овар, 
5а 2 5). 
定理 4 常 有 
loge < Va (Нова +1). 
证 :由 定理 10.1 
1<h(d) - ко. 
loge 
再 由 定理 3, 即 得 定理 . 
定理 5C(Schur) 常 有 
loge < Vd log d. 
证 :着 4 之, 则 由 上 定理 ,已 得 . 若 d < eM d = 5, 但 此 时 
= У, 
而 
loge < V5log5, 
定理 成 立 . 
附 记 :Gauss 曾 推测 : 当 | d | 一 时， 
híd) — co, 


此 乃 一 著名 的 难题 . 1934 年 Heilbronn Е, 4 4-»— co 时, 则 A(d) — oo, 后 一 年 
Siegel 证 明 


im A _ 
Jim آ چا‎ 1 


即 已 得 出 h(d) 当 d 一 一 oo 时 之 无 穷 大 之 主 阶 . 
但 是 否 当 d 一 c 时 ,Ah(d) — co, 此 力 一 尚未 解决 之 难题 .关于 此 方面 Siegel 之 
结果 为 


R 
T 


log(h(d)loge) _ 1 
logd 2 


但 苦于 对 loge 之 阶 所 知 不 够 , 故 无 法 得 知 h(d) 是 否 趋向 无 穷 . 
此 二 结果 将 于 $15 中 证 明之 . 





$14. 若干 引 理 


在 下 一 节 中 将 证 明 Heilbronn-Siegel 定理 . 在 此 证 明 中 需要 用 到 一 些 复 变 函 数 


* 322 » 数论 导 引 


论 的 知识 ,及 第 九 章 中 所 证 明 的 关于 & 函数 的 菜 些 简单 性 质 . 为 了 方便 起 见 , 故 将 
下 一 节 中 所 需 的 知识 分 述 如 下 : 

D 复 变 函 数论 中 所 征 引 之 定理 为 : 

定理 1(Cauchy 不 等 式 ) 车 





f(D = Dals—a)" 
在 1s 一 a | ЗЕМ, А | f6) |< M, 则 
Га. |< М" (т=0,1,2,+). 
《证明 见 普 里 瓦 洛 夫 所 著 复 变 函 数 引 论 ,第 五 章 , $2, 8 Bt.) 
D 关于 《 函数 所 需 的 定理 为 : 
定理 2 5(s)(s = +i) 在 半 平面 o>0 上 为 一 除 s = 1 以 外 无 处 不 正则 的 函 
数 ,而 * = 1 为 它 的 一 次 极点 ,在 其 上 的 留 数 为 1. 又 有 


| 





|< (o>0) а› 
° 


成 立 ( 见 定理 9. 2. 1). 
3) 今 引进 另 一 函数 


LD = 3(4} >0, 


此 处 d 是 一 判别 式 . 显然 


ыа) = КФ). 
定理 3 Ls(s) EH FF o > 0 上 表 一 正则 函数 , 且 适 合 
(асо |< кыны (>0, (2 
及 
O< L) <2+log | d |. (3) 
证 : 命 m,n 为 任意 二 正 整数 , 且 m > т. MA 
| 5 (4)|<!а! 
„>. 





对 任何 m> п, 皆 成 立 , 故 由 定理 6.8.1 4 
1 1 £ 
disiar > | ео: |а 


1.2 < > ( +S | 

















ах |= та | “сс. 
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D (E) |а (атан sr) 


„© 


< ашн, (> 0). Oo 


由 (4) 可 知 ,对 于 任何 me > 0, L. (s) EPF o > aç 上 的 任何 有 限 区 域内 为 一 致 收 
笋 ,自然 也 为 正则 . 又 因 m 可 取 为 任意 小 的 正 数 , 故 L. (s) FEF FT a > O 内 为 一 正 
则 函数 . 
又 在 (4) 中 取 = 1,ЙФ m 一品, 可 得 (2) xÇ. 
由 定理 10,1 及 h(d) > 1,loge > 0, 可 知 
LiD = КФ >0. 
又 分 


= а < 
L= Dh T (E+, 
为 二 部 分 ,其 第 一 部 分 


а 2 м 
(Els DL <1+loelal, 


而 第 二 部 分 ,由 (4) 可 知 ， 





BABE 


< 








lal 
Тат <1° 


MISE. 
$ 15. Siegel 定理 


RRI Фада 为 二 判别 式 ,及 
f(D = KOLD Lu, (Luu, б), 
则 当 > 1 时 ,有 


ко = У 
1g /dl 1% (41 

去 及 (5) нена, E K(f) RARER 
.4, 得 





a=1, a>0 (n= 2,3,0. 


ПЕ. о> 18, 
性 函数 . 故 由 定理 5. 
to = П( 








若 命 


+ 324 + 


数论 导 引 





则 有 
fG)= Пеер (G>. 


602), ($) (Fenner onig- (2) (6)= 1 时 ， 


р Р 


вер = аро = Û Don + Dnt mt ps: 


щ(#)=—1,(@)=ж1,я(®)-- (#)=ж1н, 


(зр) = p= DmtDp™s 


(L(t ота, 一 1 时 ， 


вор) = (1 一方 ) = Уур" 


gG.) = 0-р = SD (m+ Dp, 


вор) = (1— р”)? = Уур, 


故 对 所 有 情形 及 任何 素数 pH а, = l,a, > 0(m = 1,2,5.) A 


gp) = Darp™ @>0 


Жу. 
由 (1) 及 (2) 得 


f(0 = HE ar J) (2532. 


今 设 之 标准 分 解 式 为 上 一 pf 





.定义 


а, = арм ays s 


а) 


(2) 


‹з› 


Ма, 对 所 有 的 自然 数 党 有 定义 , 且 为 一 积 性 函数 ,而 a， = 1,a, > 0, 再 由 定理 


5.4.4 及 (3) 式 可 得 


fO) = шла G>, 
а, 适合 定理 中 的 要 求 ,也 即 a, = 1,a, > 0. 





定理 2 фала, 为 二 基本 判别 式 , |41>\ 2, |> 1,Ш da, 是 一 判别 


式 . f(s) 如 定理 1 所 定义 ,又 命 
p= 1001, (DLL, (D, 
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J O < 8 < a 二 1(8 为 任 一 固定 的 小 于 1 的 正 数 ) 时 ,有 
f > 至 -ce | аа, 1862, 
此 处 C. ,C, 皆 表 只 与 有 关 之 正常 数 . 
HE, | 5—2 | < 184,7) — -2 是 正则 的 , 故 可 把 它 展 成 Taylor 级 数 如 
0-27 = Xe. pe", w 
此 处 
bo = f(2, b. 





EOD m=, 


而 由 定理 1, 可知 F(2) > 1. (一 D)"7' (2) = Ўн ора 20 m= 1,2,…) 亦 
即 





tl, 620 (m= 1,2,-). © 
由 定理 14.2 及 定理 14.3 可 知 fC) — A 在 右 半 平 面 c> 0 上 为 正则 , 故 (4) 式 当 
1s 一 2 | 过 2 时 也 成 立 . 今 将 利用 定理 14.1 以 求 出 | b. 一 p | 的 上 界 . 为 此 , 先 求 


ую = 2 | ERIM | 3 一 2 | 一 2S 上 的 上 如 ,此 处 8 为 适合 0 之 6 之 1, 且 使 1 


一 2 二 ?一 2 的 一 数 . 由 定理 14. 2 及 定理 14.3 得 





Iro i< (pg +l) (EL) laa ueia. ө 


,)262-1( )2-8( )2+2( 62,1 |2| ۾ 
Mt‏ 





| fe) |< G, | da, |? (1:21 222), 


其 中 C, 为 一 仅 与 ?和 上 有 关 的 正常 数 . 又 由 定理 14. 3, 可 得 
Гота, |", 
因此 


ро |< c i aa 1t, 1:-21= n 


而 由 最 大 模 定理 ,可 知 (7) RF | :一 2 |< ATA ttt. 于 是 由 定理 14.1 得 





10n —p I< С, | dd, ° (75) т 0,2, (8) 
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今 由 (4) RAR f(a) Z Fm. 








"a а 
Жа) = Рт УФ. —p)(2— a)" + У) 6.00 а)", 
由 (5) 可 知 
3 S 2-0% 一 1 
У. р-а" >1— Ура-а 1-р 2071, 
=o = = 


而 由 (8) 
Уф. pea" >C | dd $\ (5®;) а-ә" 
8 = 


=—С, | da, а-ә =—С, | dd, le, 
故 得 





fw >1-p هح‎ 
log(2C, | 44, 151 
— log 4 


—Cs |dd; lf. (9) 


今 取 m = 





HLM m < ASE Гай 1+ СКС, > D 3 
Glad гез <}, 
(2—a)™ <25 | dd, |на < 25 | da, |" 
=c j dd, |50, 


代入 (9) 式 即 得 定理 . 
EEI Siegel) 若 d 是 一 基本 判别 式 , 则 对 任 一 > 0, 常 有 
тату = Ol al. 
证 ,不妨 假定 0 <<. 
fO) = КУШ СЁ, (8), | 
p= 1001, COL CD. Ї 


ао) 


dı 的 取 法 如 下 : 

车 有 一 基本 判别 式 d; 使 Ls, (o) 在 1 一 e 二 a 过 1 中 有 一 零点 , 即 取 此 d, 为 (10) 
中 的 di ,并 以 a R Lu, Са) 在 此 区 间 中 的 任 一 零点 , 则 Са) = 0. 

车 无 基 本 判别 式 d, 使 Ls (0) 在 1 一 e a 过 1 中 有 零点 , 则 任 取 一 基本 判别 式 
由 .此 时 ,着 Fo) 在 1 一 eo 过 1 中 有 零点 , 则 取 a 为 其 中 任 一 零点 , 仍 有 f(a) = 
GË fo) 在 此 区 间 中 也 无 零点 , 则 取 a 为 1 一 e 二 oa 二 1 中 的 任意 一 点 , 因 f(o) 在 


此 区 间 中 无 零点 , 故 有 固定 的 符号 ;又 由 定理 14. 3, Mp > 0, FE f(5) 一 -上 了 在 
右 半 平面 正则 ,所 以 当 = 自 左 方 趋 近 于 工时 ,必须 有 f(6) 一 一 一 ,因此 可 知 f(o) 在 
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1 一 e 达 o < 1 中 取 负 值 . РЕЖЕ d 与 a 如何 取 法 , 常 有 
fa < 0. ар 


атата ВЯ 2000 = BLO <8 <1—e <a < 0,4 





Cı | | 
Ta DL ахы O) | dd; |% > -7> 
此 处 C, ,C, 为 正 绝对 常数 . 于 是 






1 530 gisa 
LOST g4, (Lau, (1) | dd, | == 
= а, O) 141999, 
C= FEL, CD | a | 为 一 与 无关 之 常数 , 当 1d >| a |> 1 时 ,有 


нен 120 +18 | d 1), 又 因 1 一 a < etit 
< 2C(1 + log | d |) | d 16 = OU d |), 


шаў 5 
因 e 是 任意 的 , 故 得 定理 . 
定理 4 + d 为 一 判别 式 , 则 
m OA „_ 1 
= ю 1412’ 
ш wanpu -1. 
证 :1) # d 为 基本 判别 式 , 因 定理 3 及 定理 14. 3 得 
С,14|*<К(4)<?2+1о#|41<С,|4\‹, a2) 


再 由 定理 10.1 可 知 
1 
Cn гака ka laitt, 
loge 
此 即 定理 . 
2) 若 d 非 基本 判别 式 ,而 d = уп, 为 基本 判别 式 .于 是 
Kd) = IQ- (Ак, 
由 于 


MO- (pp) <e 


E-E) HO} >с. 


故 得 
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Com" *K (f) < K(d) < cum'K ( f). 





由 (12) 即 得 
Cu | d |} акс) < Cu | а =. 
再 由 定理 10. 1 而 得 定理 . 


第 十 三 章 模 变 换 


$1. 复 虚 数 平面 


对 应 于 一 个 复 虚数 
= 一 工 十 Xi 了 
在 平面 上 有 一 点 ,其 坐标 为 (z,y), 此 点 为 = 之 写 像 . 显然 ,此 种 Жа 
表 法 是 一 对 一 的 . 从 原点 O ЯР 作 一 射线 D 疡 称 为 矢量 . 故 对 应 
于 一 复 虚数 ,有 一 从 原点 出 发 的 矢量 . 1 
H ORP 之 距离 p = т + у 即 为 = 之 绝对 值 ,也 称 为 矢 
ЖОР 之 长 度 , OP 与 轴 之 夹 角 0 称 为 z 之 辐 角 . 显然 可 知 
工 一 pcosg， у = рзіпб, 
p 及 9 (т, )— 平面 上 之 极 坐标 . 显然 可 见 
z = z + yi = p(cos + ising) = ge“. 
百人 常用 下 列 符 号 : 
1z1= МУ, argz= 0. 
以 e 为 中 心 ,r(> 0) 为 半径 之 国 , 可 以 方程 式 


is—cl=r 
表 之 .而 
Га1=1 
代表 以 O 为 中 心 之 单位 辆 . 
今 再 研究 线性 变换 
az +b a 





cztad’ 
itik abrcd 为 常数 (一 般 是 复 虚数 ), 且 
ad — ke #0. 
此 变换 将 复 虚数 平面 上 之 一 点 zl 4/с) 变 为 另 一 点 = - 对 应 于 = =— а/с, 
吾 人 引进 一 想像 中 之 点 , 称 为 无 穷 远 点 ,以 = = со RZ. 
今 往 讨 论 之 对 象 乃 指 复 虚数 平面 加 上 无 穷 远 点 者 . 此 对 象 称 为 函数 论 平面 ,在 
本 章 中 或 简称 平面 . = = oo 对 应 于 = = a/c. 解 (1) 式 得 
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z= 4+6 2 
此 仍 为 一 线性 变换 , 称 为 (1) ZHER. 故 变换 (1) 乃 将 函数 论 平面 变 为 其 自己 的 
一 一 对 应 . 
在 平面 上 放置 一 球 , 切 于 原点 . 将 此 切 点 视 为 “南极 ". 由 “南极 ” 作 一 垂直 于 平 
面 之 直线 交 球 于 另 一 点 , 视 为 “北极 ”. 自 “北极 ”向 平面 上 之 一 点 = 联 线 , 交 球面 于 
一 点 ,如 此 建立 起 球面 上 诸 点 和 平面 上 诸 点 的 一 一 对 应 . 而 无 穷 远 点 则 对 应 于 “ 北 
AR”. 如 此 则 所 想像 中 的 点 ,一 变 而 为 具体 的 点 . 此 球 有 时 称 为 Neumann Ж. 


$ 2. 线性 变换 之 性 质 


对 应 于 一 线性 变换 A: 





a) 
有 一 方 阵 


а b 

(° al m 
而 此 方 阵 之 行列 式 之 值 ad — be A 0) 称 为 此 变换 之 行列 式 . 但 对 应 于 不 同 的 方 阵 
可 能 有 相同 的 线性 变换 ,因为 


ED r 


所 代表 之 变换 和 (1) 完全 相同 . 不 难 证 明 , 除 此 情况 之 外 ,无 其 他 的 方 阵 对 应 于 变换 
C). FIK р р: (ad — Бс) = 1 故常 可 假定 有 行列 式 为 1 之 方 阵 代表 线性 变换 А. 
极 易 证 明 对 应 于 一 线性 变换 仅 有 二 行列 式 为 1 之 方 阵 对 应 之 , 即 
(ee tb), 
kc +d 
车 男 有 一 线性 变换 B. 
则 得 一 线性 变换 C 


a = (ar +b) tb (c+d) 

Caz +b) +d (er + d) 

— баа +z Lab +bd w 
Ca+ddz+cb+add 


此 变换 之 方 阵 
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Ë: 十 be ab+b'd 
са+ас ch+d'd 
定义 为 二 方 阵 {” pC “之 积 , 记 之 为 
aa 十 be abtbd aa b 
(人 +ас алаа) (è a)l а) 
变换 (4) 也 称 为 变换 (3) 及 (1) 之 积 , 记 之 如 C — ВА. 
但 需 注意 者 ,BA 并 不 一 定 等 于 AB. НЛЫА ЖАЗА. 
变换 
к= 
称 为 单位 变换 ,以 下 代表 之 .可 得 4A .4 = A.A = Е. 
定义 ?1 若 一 组 线性 变换 其 中 包 有 单位 变换 , 且 其 中 二 变换 之 积 仍 在 其 中 ， 
其 中 任 一 变换 之 道 变换 也 在 其 中 , 则 此 组 变换 称 为 做 成 一 群 . 
例 1. 所 有 的 线性 变换 成 一 群 . 
例 2. 所 有 的 实 系数 的 线性 变换 成 一 群 . 
$ 3. 所 有 的 实 系数 而 行列 式 为 正 的 线性 变换 成 一 群 . 
PAW abcd 为 整数 , 且 ad — & = 士 1, 则 所 得 出 的 线性 变换 也 成 一 群 . 
例 5. 取 a,b,c,d 为 复 虚 整数 ( 即 a = a + ai а’ а" 都 是 整数 ), 所 得 出 的 线性 
变换 也 成 一 群 . 
定义 2 # = 由 A 变 为 其 自己 , 则 此 点 称 为 A 之 定点 . 
一 般 说 来 ,一 个 变换 有 二 不 同 的 定点 ,( 即 = = =). 即 二 次 方程 
ce 十 (d 一 oz 一 5 一 0 (5) 
之 二 根 . 
车 ,zs 为 此 式 之 二 根 , 则 该 变换 可 以 写成 标准 形式 






(6) 


А | 
2-а ЖЕРЕ 


ЖАҢ А, IM z = оо, z = а/с, 





АНТЕНА К _(а+а 一 2. (7) 


车 141= 1,4 头 1, 此 变换 称 为 椭圆 的 


о 成 群 之 三 性 质 有 其 互相 关联 性 ,但 本 书 仅 以 简 两 易 用 为 满 是 - 
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车 4 是 实数 而 天 士 1, 则 称 为 双 曲 的 . 
车 4 为 复数 , | 1 |> 1, 则 称 为 等 纬 角 的 (Loxodromic). 
若 < 一 0, 而 4 一 “和夫 0, 则 有 一 定点 变 为 无 穷 . 如 取 z; = ое, (6) 式 之 形式 变 





r-n = Аа-а). (8) 
车 二 定点 相 吻 合 , 即 z, = z2, 则 
ба-а) +46 =0, 
即 
(a +d)? +40 — ad) = 0. 《9) 
适合 此 条 件 之 变换 称 为 抛物 的 .代入 (7) 式 ,得 = 1. 标准 式 (6) 今 变 为 
ш 
Щй = (a — d)/2c,k = 2c/(a +d). 
特别 当 = 0,a — d = 0, 则 此 定点 变 为 无 穷 ,而 变换 变 为 
z = 2+6, k= b/a. 
若 有 一 变换 续 用 若干 次 而 成 为 单位 变换 , 则 称 为 有 限 次 变换 ,最 小 之 次 数 使 其 
成 为 单位 变换 者 , 称 为 该 变换 之 周期 . 续 用 (10) 及 (6)n 次 ,各 得 





+k, (10) 





故 抛物 ,双人 曲 及 等 纬 角 变 换 ,都 不 能 有 半期. 仅 当 椭 圆 变换 , 且 A" = 1 时 为 然 , 其 周 
期 即 为 最 小 之 正 整数 n EA" = 1 #. 
当 = 2 时 , 则 》 = 一 1, 周 期 为 2 之 变换 称 为 对 合 . 


$3. 线性 变换 下 之 几何 性 质 


定义 


(ааз) = 





称 为 四 点 = zao z ZRH. 
定理 1 线性 变换 使 交 比 不 变 . 
证 : 命 
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ор бай =e) — 2) 
iT Car Fade, T dy 
故 
(1:141) = (nazz). 
有 一 线性 变换 存在 , 变 任 art 为 任意 三 点 zi ,zx 下 .此 变换 之 形式 
可 具体 地 写 出 来 
La a-u ға i 
„Ша ТУШ mm ты 
或 
а-а z-a, 
=== r= 
亦 即 
(zr) = (nnm. 8) 


若 有 一 线性 变换 具有 上 述 性 质 ,由 定理 1, 当 = 给 定 后 , 则 :' 必 适合 (2) 式 . Ш z 
唯一 确定 . 故 具 此 性 质 的 变换 是 唯一 的 . 换言之 ,(2) 乃 线性 变换 之 一 般 形 式 . 
H A Ar As P AR z zzz WR 4 
arg(z zz) = ZA, PA: 一 人 AAA:, 角 之 方向 一 如 
图 中 箭头 所 示 . 
由 此 可 见 , 若 交 比 是 实数 , 则 
ДАРА, 一 <AA,A: A, 
GF x ZRH. Ж P EtA AnA = 
З Сал залат) 是 实数 , 则 (2) RP Caz) 也 为 实数 , 即 当 = 在 过 三 点 = ， 
mom 之 圆 上 时 ,z' REN ziza 之 加 上 , 且 反 之 亦 真 . 故 已 证 明 线性 变换 变 圆 
RE. 但 须 注意 者 :通常 将 直线 看 成 直径 为 无 穷 大 之 图。 
定理 2 ”线性 变换 使 二 圆 之 交角 不 变 . 即 若 二 
图 之 交角 为 6 度 , 则 经 线性 变换 另 得 二 贺 其 交角 仍 
ROK. 
证 : 命 zon 为 二 国之 交点 .在 z 点 附近 ,二 图 
上 各 取 一 点 z z. 则 交 比 之 辐 角 
arg(z;z.ziz:), 
即 为 Lanu — Lez x. Bê z Ë z, 都 趋 近 于 =: 
时 , 即 得 二 圆 之 交角 . 由 于 交 比 之 不 变性 , 故 得 定理 . 
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4% жи 
SEHE abrcd 为 实数 之 线性 变换 
‚ = ar +ь _ 
r= dk. 
但 今 不 能 取 实 数 使 
(ad —ke) = 1, 
而 仅 能 取得 p 使 
f (ad — Кк) =+1. 
今后 不 妨 假定 
аа —& =+1. 


Е 显然 ,此 群 中 之 变换 
变 实数 轴 为 其 自己 , 对 任意 三 实数 ,有 一 实 变换 将 其 变 为 任 与 之 三 实数 . 
定理 1 只 将 上 半 平 面 ( 即 y > 0) 变 为 其 自己 . 
Ei = r + = z+ iy, z = ziy, M 
‘= az +b ағ+ь 
z+d 


= 2lad —b)iy äi 
læta’ 





Кит. 
定义 1 ”上 半 平 面 内 中 心 在 工 轴 上 之 半圆 谓 之 测 地 线 . 
由 定理 1 及 定理 3.2, 可 得 : 
定理 2 只 中 之 变换 将 测 地 线 变 为 测 地 线 . 
在 上 半 平 面 中 任 取 二 点 mn z. 若 有 一 只 中 之 变换 变 z 及 z, 各 为 zz':, 则 显 
然 有 
(n nn n) = (z аза; =) 


即 





NK z = z+ Az,z = =, 并 命 Az 一 0, 则 得 出 
de) g| 
-| |. 


2y 





dz’ + "ر‎ _ dr” +ау" 
= 
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由 此 可 见 , 吕 中 的 变换 使 长 度 元 素 


2) 
ЖЖ. 与 此 长 度 元 素 相当 之 面积 元 素 为 
44у (3) 


сти 
经 只 中 的 变换 亦 不 变 . 如 读者 缺乏 微分 几何 之 常识 ,可 用 直接 法 以 证 出 (2) 及 (3) 
经 只 中 之 变换 不 变 . 
ЖЕЗ f = z 为 上 半 平 面 之 两 点 ,c 为 连接 此 二 点 之 一 曲线 9( 令 在 上 半 平 
面 中 ), 则 使 
Í vdr ау 
су 
取 极 小 值 者 , 乃 c 为 测 地 线 之 情况 . 
证 : 作 一 中 心 在 x 轴 上 之 圆 , 且 经 过 zi ,zs 二 点 . 命 其 中 心 为 (1,0) , 则 圆 之 方程 
可 以 写成 
z = t+ ров, 
y = psing. 
设 0= 0, Ë 0; 6,2 = z, Ë =. НЯ C 之 方程 可 以 写成 
了 工 一 上 十 p(g)cosg， 
сЕ Кен Р) = ph) = p0 0 < 0, <, 


и 
| dz + ay' 
° 5 








- | ET TT + чыё SD, 
А pO sing 
(9) do 
- ONEA 
-f 1+ (695) sinê 





此 式 证 明了 : 仅 当 p (0) = 0 时 取 等 号 , 即 当 p(8) = p 是 一 常数 时 该 积分 之 值 极 小 . 
此 定理 之 证 明 不 但 证 明了 定理 , 且 证 明了 沿 测 地 线 该 积分 之 值 为 


о ктейтш. AERA. 
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tan —6, 


其 意义 为 :假定 过 = ,zs 之 测 地 线 交 工 轴 于 A,B， 
其 中 心 为 C, 则 





Bz, 


La „Ва 19 = Вы, 
ча 70 = тд, tan 本 一 A mı 


tan Le, 





log = log | (BAz;z.) |. 








tan gê 
EX2 定理 3 中 之 极 小 值 称 为 此 两 点 之 非 欧 长 度 . 
定义 3 地 线 所 范围 之 弧 三 角形 ,本 章 中 即 统称 为 三 角形 . 
定理 4 三 角形 ABC 之 非 欧 面积 
jee 

z 





$F r- ZA- LB- ZC. 
в 
4 
д 
AN ITN. 
图 2 图 3 
证 ,1) 先 研究 ZB = ZC = 0 之 情况 (如 图 3 所 示 ). 不 难 证 明 , 有 一 实 线性 变 


换 ,将 BB 点 变 为 无 穷 ,C 点 变 为 1,D 点 变 为 一 1( 或 此 变换 将 C 点 变 为 一 1,D 点 变 为 
1), 且 所 对 应 的 行列 式 为 正 2. 则 图 3 变 为 图 4. А 点 之 坐标 为 (ze,ye), 则 


Í کے‎ = Г, = = sim . = F— sin" x = x— ZA. 


2) # ZC = 0, 用 一 次 实 变换 将 С 点 变 为 无 穷 ,得 图 5. 由 1) 得 





O 将 B,C,DD 变 为 =, 土 1, 干 1 的 实 变换 为 
£ ma 0028-0): (BC —2DC + DB) 
8 (CDF DOB , 
而 其 对 应 的 行列 式 之 值 为 
t+2D— OC—B)(B—D). 
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z ë 
x 
و‎ 
b T 0—5 
ms 


=. 
ДАВС = ABDC — AADC = (x— ZB) — [x — (x— ZA)] = x— ZA — ZB. 
3) # ZA, ИВ, ZC WR О, 6. 则 由 2) 得 


RY 


图 6 











ДАВС = ДАБС — AABD 
= (x¬ ZC— ZA— (ВАР) — [«- (к – ZB) - ZBAD] 
=z- ZA- LB- LC. 
由 此 定理 可 知 三 角形 三 内 角 之 和 不 大 于 二 直角 ,其 值 可 取 O 与 x 之 间 之 任 一 
в. 
以 上 所 述 , 乃 著名 的 H. Л. Лобачевский 几何 之 模型 , 乃 模 函 数 发 展 到 自 型 丽 
数 之 一 重要 工具 . 





$5. 模 变 № 
定义 ”车 a,b,cwd 是 整数 , 且 ad — be = 1, 则 变换 
= O 
称 为 模 变换 . 
易 见 模 变换 成 一 群 . 
由 § 2(7) 可 知 
4+47 = (а+4*#—. 


此 二 次 方程 之 判别 式 为 
[ca +d)" — 2J — 4 = (a + d)*[(a + d)* — 4]. 
在 讨论 中 ,不 妨 假定 a 十 4 > 0. 若 不 然 可 将 abcd Я а, — b, — c, — d. 
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1) 车 a 十 d > 2, 则 得 双 曲 变换 ,有 二 个 实数 定点 :此 二 定点 乃 二 次 方程 
a + (d—a)z—b = 0 
Z. 此 二 次 方程 有 有 理 根 之 条 件 为 
(d—a)* + 4k = (a +d) ， 
и ВД z y = 4 之 解 为 z = 土 2,y = 0 而 无 其 他 , 故 双 曲 模 变 换 之 定 
点 ,一 定 是 有 理 系数 二 次 方程 之 根 ,而 非 有 理 数 . 此 种 数 称 为 二 次 代数 数 . 
2) 车 a 十 d = 2, 则 4 = 1, 而 得 抛物 变换 


1 Е 1 
ари sC DZ t 


车 c= 0, 则 a = d = 1, 而 得 








z = =+Ь. 
前 者 以 有 理 数 (a — 1)/с 为 定点 ,后 者 以 = 为 定点 . 
3) 若 a 十 d = 1, 则 
А+А+1= 0, 


该 变换 之 A 为 p = e = СУЗ эң 2 HE AY 
x = tf, , = ste, 
с e 


而 标准 形式 为 


r а/с û „є—(а+)/с 
zato P= atoe 


此 为 一 椭圆 变换 ,周期 为 3. 将 p 换 为 p* 得 另 一 周期 为 3 之 椭圆 变换 . 
4)a 十 d = 0, 则 4 之 方程 式 为 4 十 1)* = 0, 即 A = 一 1, 而 定点 为 


est = 202—6 = 0 








之 根 , 即 
FE 
с 

而 标准 形式 为 

£= (а+0/с _. 

mQ be xr (a i/c 
此 为 一 椭 贺 变换, 周期 为 2. 

总 之 有 : 


定理 1 车 a 十 4 == 0, 则 模 变 换 (1) 代表 一 对 合 ;车 a 十 d = 土 1, 则 代表 一 周 
期 为 3 之 变换 ;车 a 十 4 二 士 2, 则 得 抛物 变换 ,其 定点 是 有 理 数 或 无 穷 ; 若 1a 十 4d | 二 
2, 则 得 双 曲 变换 ,其 定点 在 实 轴 上 ,并 且 是 二 次 代数 数 . 


= ях а < 39 





8$6. 基 м 


定义 1 上 半 平 面 之 二 点 =,z' 如 能 有 一 模 变换 将 = 变 为 <', 则 此 二 点 谓 之 相 
似 ,以 = ~ r 表示 之 

显然 有 

(Dz~ z; 

GD а а 

ОЕ ТРЕТА 

在 上 半 平 面 作 一 域 
Ë: 
m+y >i 当 z>>0 时 ， 
#+y >21 Масов. 
定义 2 在 D 上 之 点 称 为 既 约 点 .DD 称 为 基 城 . 故 я? 


р-а. ДЕЯ» (0.3.5). 


定理 1 ”无 二 既 约 点 可 以 彼此 相似 . 
ME: =,z 为 二 不 同 的 既 约 点 , 且 


<z<}, 
D; 








‘a+b 
* ажа 
则 由 $4(1) 可 知 
У ”Tea 
今 有 


Га+а |! = сенә +d 

= (m + yt) +2щх +4 

>d- d l+ > 1. 
但 须 除去 可 能 的 例外 :ce = 士 1,d = 0 或 c= 0,4 =+1 RR c = d = 1. 故 将 可 能 的 例 
外 情况 除去 后 常 有 

y <y. 

当 c=d=1 时 , 仅 当 = 一 p 时 有 |cz 十 4 有 一 1. 由 于 a 一 一 1 及 大 十 p 十 1 一 
о, 


„ + b 2 - 
Р, -2H -a -p= F +b. 
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Ë Iz) = YŠ g € D.N Z = ойу Z 2p FR. 





但 
db 
Zeta’ 
故常 有 
y>, 


同样 须 除去 可 能 的 例外 :ce =+ 1,a = 0 或 c = 0,a =+1. 
不 可 能 同时 有 y > y Ë y < y. 故 仅 须 研究 以 下 的 情形 : 
(CDc= 0,а=4= 1, 
Ge = 1,a = 


在 第 一 种 情况 下 ， 





r= =+b, 650. 
即 zx = r+b. |z —z|2 г, 不 能 都 在 D th. 
在 第 二 种 情况 下 ,b = 一 1, 即 
< =. 
1z |. = 1, 
WHI = |> 1, 则 | = |< 1，, 即 z 不 能 为 既 约 点 . 若 | = |> 1. W z 不 能 为 既 约 点 . 
# || = 1, 则 z 仅 能 在 由 p P|: ZAE, i z (= 一 1/z) 在 由 p 十 1 ВЕ. 
Ж z is MÜ z' 并 非 既 约 点 ; 若 = = i BJ = = i = =, 此 与 假设 矛盾 . 


定理 2 ERIE- << oroS O 中 ,相似 于 一 定点 之 点 数 有 
限 , 亦 即 将 长 方形 中 庄 点 分 为 相似 点 组 , 则 每 组 中 点 数 有 限 . 





证 :假定 z= z+ yi, 
则 已 知 
A 
Теа № осу) +201: +4 
жу > اا‎ 


ее + y) +2е4х + dt < Ж 


即 
(e Fd) + 2y < z 


+= я ях 换 за. 





显然 只 能 有 有 限 对 整数 c,d 适合 此 式 . 


假定 (c ,ad ) 是 如 此 的 一 对 , 且 (c,d') = 1, 则 适合 于 
ad'— к’ =1 


之 所 有 解答 (a,5) 可 以 表 成 


а=а’+т', b=) +md’, 


此 处 a’,b' 是 一 固定 解 , 即 a 4” 一 be = 1, 而 m 为 任 一 整数 , 故 


ГИ т-а <. Ме Ce dO = р Ява, 


ош а < kakkpi = ZARAR. 


Я 


定理 3 ”上 半 平 面 之 任 一 点 相似 于 唯一 的 既 约 点 . 
HE: z = z+ + у,» > 0. 
取 唯一 的 整数 m 使 


-T+<S=+m<+ 


2 = z+m. 


车 | z |> 1, 则 Z 是 既 约 点 ,无 须 证 明 . 若 | Z |= 1, 而 在 p Bi БЕНО 
点 ,着 在 1+p 至 i 之 弧 上 ,可 用 一 二 而 变 为 上 之 情况 .车 | < |<1, 则 使 


#=-}, 
z 
而 
Y= < 
Шт 使 
о фз ТА 
Ws EY 2<“<.. 


ЖИ 还 不 是 既 约 点 ,用 同样 方法 ,做 出 2" = h. 


由 是 得 = ,x”,… 等 都 在 长 方形 


-ү<=<{. у>» 


内 ,由 定理 2 已 知 其 个 数 仅 能 为 有 限 . 


故 任 一 点 一 定 与 一 既 约 点 相似 . 又 由 定理 1 已 知 不 能 有 二 既 约 点 相似 . 此 证 明 
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了 本 定理 . 

为 了 更 能 欣赏 此 定理 之 重要 性 ,可 用 直接 方法 以 证 明 以 下 二 条 可 由 本 定理 直 
接 得 出 之 结果 . 

习题 1. 凡 

=i, etk+1=0 
r 

WT i. 

习题 2. 凡 

= e, a-a) =1 
WHF p. 
гж 域 网 
定理 1 若 z 非 一 模 变 换 之 定点 之 一 ,而 U,V 为 二 不 同 之 模 变 换 , 则 
Uz Vz, 

Uz 代表 变换 U 将 < 变 成 之 点 . 

证 :车 Uz = Уз, 

z=U Vz. 

而 得 = 是 定点 . 

定理 2 作 基 域 之 所 有 的 映像 ,所 得 出 之 诸 三 角形 填 满 上 半 平 面 , 且 无 重复 部 
分 . 

证 :本 定理 上 半 部 分 可 由 定理 6.3 知 之 . FU RV 为 二 不 同 之 模 变 换 , 将 基 域 DD 
变 为 有 公共 部 分 之 二 三 角形 , 则 UV ДЖО 为 一 与 D 有 公共 部 分 之 三 角形 . ft z 





为 公共 部 分 中 之 一 点 , 则 D 中 必 有 一 点 与 之 相似 ,以 其 都 在 D 中 故 不 可 能 . 

此 定理 可 以 堆 砖 为 喻 . 在 普通 空间 中 ,可 以 等 大 之 正方 形 之 砖 填 满 空间 . 而 所 
亩 等 大 砖 之 意义 即 为 此 砖 可 以 “ 搬 ” 占 另 一 砖 之 地 位 . 

现在 之 “ 基 域 ” 乃 砖 之 模 形 ,“ 搬 动 ” 乃 模 变换 ,而 上 定理 即 谓 如 此 之 砖 可 以 填 
满 上 半 平 面 . 此 乃 非 欧 几何 学 之 说 法 . 如 重用 此 种 说 法 , 基 城 之 意义 可 更 明显 , 且 易 
于 推广 . 

基 域 之 定义 作 如 下 之 更 动 :上 半 平 面 之 一 域 具 次 之 性 质 者 谓 之 基 域 : 

G) 任 一 点 必 与 其 中 之 一 点 相似 ; 

Gi) 其 中 任 二 点 不 相似 . 

在 上 半 平 面 中 任 取 一 点 =, 非 一 模 变形 之 定点 . 在 平面 上 作 此 点 之 相似 点 


MIZE я 换 биз. 





momo 
Ezz) 之 垂直 平分 线 , 即 其 上 之 点 与 = 及 =, 之 非 欧 距 离 相 等 者 . 舍弃 在 x, 一 面 之 
部 分 . 所 剩 下 之 部 分 , 即 成 一 基 域 . (其 证 明 ,读者 试 补 出 之 ,并 试 求 出 取 = = 2i 时 所 
得 出 之 基 域 . ) 

JLL AE BE HEBEI : Лобачевский 几何 不 但 有 理论 上 之 重要 性 ,在 数论 中 及 函数 
论 中 也 有 其 实践 的 意义 . 


所 可 注意 者 :周期 为 2 之 椭圆 变 换 之 定点 在 角度 为 于 之 二 角 所 夹 之 边 上 , 周期 


为 3 之 椭圆 变换 之 定点 有 六 个 三 角形 以 之 为 公 项 . 有 无 数 个 边 经 过 抛物 定点 . 双 曲 
定点 不 能 为 三 角形 之 顶点 (不 能 在 边 上 更 为 明显 ). 


































































































= 一 r=] = 
ms 
$8. 模 群 之 构造 


SA SRR = = 十 1,T 代 表 z' =. gy S 代表 z' = = 一 1. 此 三 变换 将 


基 域 变 为 其 相 邻 之 三 域 ,反之 将 基 域 之 邻 域 变 为 基 域 之 变换 必 为 S,T 或 5 之 一 . 
命 M 为 任 一 模 变换 ,z 为 基 域 DD 内 部 之 任 一 点 . 以 曲线 连接 = 与 M., 使 此 曲线 
不 过 顶点 .假定 所 过 之 域 依次 名 为 
D,D; ,Di,",D.(= MD). 
又 命 将 РЕЯ D: 之 模 变换 为 M,, 则 M, = S,T 或 S$ .假定 M, 可 由 S RT ZR 
方 之 积 表 出 . 因为 Mi' ¥ D, EA D, Du 是 D, 的 邻 域 , 故 M 将 Dih EX D H 
域 Din E Din E} M (= S,T sË S ') EA D. B 
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MM? D = M Dn = D, 
亦 即 
MM'D = D... 

故 Me = MM’ 可 由 S 及 T 之 乘 方 之 积 表 出 ,而 M ЖЖ. 由 此 已 证 明 ， 

Ен: 任 一 模 变换 可 由 S R T 之 乘 方 之 积 表 出 . 

定理 1 之 具体 意义 为 : 若 

М = S™ TS™: TS™ “TS, 

и 


کت اک т‏ = 2 


此 显 出 模 变 换 与 连 分 数 之 关系 . 
BR T = EST) = E. 
注意 : 若 扩大 模 变 换 之 定义 : 
z = (az +b)/( +d), ad—k =+1, 
则 可 得 类 似 之 结果 


EA‏ ا ER‏ ی 
+т 十 ma 十 +m. + z`‏ 


$9. 二 次 定 正 型 


命 w 表 一 在 上 半 平 面 中 之 复数 ,p 为 实数 > о. 作 二 次 型 
Е(х,у) = р(х —ay) (z — üy) = pr 一 p(w 十 加 zy + роду". 
车 用 一 次 模 变 换 
w= баш! Fb)/ (aw +d), 
则 上 式 变 成 
plow + d)z — law + Б) у) Сод! + d)z — (аё + b)y)/ | сы’ + d |? 
= (ах — by — ш/'(— сх +ay))(dz — by — #'(— сх +ay))/ | a” + d |, 
即 得 
ООХ ш D(X — @Ү)/ | w +d |, 
此 处 
X=dr—by, =- +45. 
故 得 


"V م‎ + = 
(ppt pa (гате аттат). © 
其 中 须 注意 者 : 
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дома 
== 


Га +4 |” 





由 任 一 二 次 定 正 型 
{а,В,у} 
出 发 ,此 处 假定 =,8,y 是 实数 (a > 0) Ë Ӯ — 4ay < 0. 与 (1) 式 左边 相 比较 , 即 得 
АУ. 


р=а, w= Æ 
由 (1) 并 假定 w' 在 基 域 之 中 , 则 得 
ua >l, # +w >0, 
-1v +w <l, ha 
i "зү 51 жа +a < 0. 


Mla sf оу) RCD 之 右边 , 则 得 


[>g <o, 
=1<6<1, 1" 
ы Ezma >o 
即 得 
=e <f Key 
或 
OSA <a <7. 


此 已 将 定理 12. 2. 3 推广 至 实 二 次 定 正 型 . 
习题 1. 定 出 经 一 非 单位 模 变 换 而 不 变 的 二 次 型 之 标准 形式 ( 答 :x? 十 y ra 十 
zy + у. 


$10. 二 次 不 定型 


今 论 实 系数 之 二 次 不 定型 
Е = (a,b,c) = ах? + bzy + cy! = alz —олу)(ж— алу), = В — 4ac > 0. 
M a > 0, Нал von ЧЕНА Ш w von 二 点 之 连 线 为 直径 作 圆 . 此 圆 称 为 此 型 
ZEN EA 
al + УУ+ и +c = 0. 
此 圆 必 与 无 限 多 个 三 角形 相交 . йш ER 6. 2 之 证 明 ,可 以 看 出 ,对 每 一 有 理 点 
一 少 红 有 无 限 多 个 模 变 换 将 其 变 为 无 限 远 点 . 亦 即 有 无 限 多 个 三 角形 以 此 有 理 点 


为 其 一 顶点 .但 每 一 实数 之 附近 有 无 限 多 个 有 理 点 . 故 得 所 云 . 车 与 基 圆 相交 之 无 
限 多 个 三 角形 中 有 一 为 基 域 , 则 此 二 次 型 称 为 既 约 二 次 型 . 显然 任 一 二 次 不 定型 必 
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与 一 既 约 二 次 型 相似 ,此 可 由 定理 6.3 直接 推出 . 
саныя pR 1+. (18), (- 
有 一 点 在 国内 . 亦 即 





а(а+{+‹)<о, O 


Ще 0 — d) 4а КЛ, 

4a" + 2ab +B < а 
或 

За? + (а + b)' < d. (2) 

沿 基 域 D, 之 弧 向 左右 出 发 ,将 基 圆 所 经 过 之 三 角形 列 之 为 
SD ,D...D..D.,.D, 

f M, 是 一 模 变换 变 D, 为 D;, 则 由 下 经 M, 所 得 之 二 次 型 F, НЕ 相似 , 如 是 得 一 
二 次 不 定型 链 





ss Foes Fi, FF Fs. (3) 
因 M7 为 一 实 变换 , 故 下 之 二 实 根 经 M7' ENF, 之 二 实 根 . 故 M 将 下 之 基 圆 
变 为 FF 之 基 圆 .但 之 基 贺 通过 D,, 故 F, 之 基 加 通过 D。, 此 即 说 明 (3) 为 一 列 既 约 
二 次 型 链 . 

















图 9 
D, 可 能 是 D, 之 一 邻 域 ,但 如 基 贺 经 过 项 点 1 十 p, 则 D, 可 能 是 图 9 中 所 描述 
的 STS 域 , 同 理 ,也 可 能 是 S TS 域 . 如 是 ,该 链 中 相 邻 之 二 型 必 可 由 变换 
S,S 1,T,STS,S TS 
之 一 得 之 . Ш (а,Ь,с) 为 链 中 之 一 型 , 则 此 型 之 前 后 二 型 必 为 下 述 五 型 之 一 : 
(а, # 2а +b,a Ж В-+Е с), (с, —В,а},{а БВ с,6 2с). 
今 进一步 ,讨论 整 系数 之 二 次 型 :由 (2) nj ШЕФ СК 32 BILET RT. 
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因此 在 链 中 仅 有 有 限 个 不 同 的 型. 
定理 1 以 w ,ww 二 根 为 定点 之 双 曲 变换 为 
1 
Fe- a | 
З (4) 
| 
此 处 
f — dut = 4. 
且 无 其 他 模 变 换 有 此 性 质 . 
证 :此 双 曲 变 换 之 定点 为 





即 
ar 十 好 十 < 一 0 
之 根 ,其 后 一 部 分 易 证 . 
т? 双 曲 变换 (4) 使 (a,6,c) KERERE. 
证 : 易 证 二 次 型 


(去 (一 wo) чу) +5 (Та - kz cuy ) (auz + аву) 


1 
2 


+e (uz + atay) 


P aayy 之 系数 各 为 avbyc- 
定理 3 ЖЫ) 中 发 生 周 而 复 始 的 现象 . 
证 :已 知 (3) 中 仅 有 有 限 个 不 相同 者 . 命 m 为 最 小 正 整数 使 F。 = F Ж. MMH 
BEE FFA 者 . 则 M- 使 基 圆 不 变 , 故 M E О. 为 Di , 故 得 Fo = Е,, 
例 .d = 37 X 4. 
由 (1,0, 一 37) 开始 之 链 为 
(1,0, 一 37),(1,2, 一 36),(1,4, 一 33),(1,6, 一 28),(1,8, 一 21)， 
(1,10, —12),01,12, — 1). (— 1, — 12,1), (— 1, 一 10,12)，， 
аа, 0, —12, — D (l, — 10, —12) , (1; —2, ~ 36). 
由 (3,2, 一 12) 开始 之 链 为 
(3,2, — 12),63,8,—7),04,—6,—7).04,2,—9), 
(4,10, — 3),0—3,—10,4),0—3,—4,11),0—3,2,12), 
(3,8,7) 4, —6,7),(—4,2,9),(—4,10,3), 
(3, — 10, — 4),(3, — 4, —11). 
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SU. 二 次 不 定型 的 极 小 值 


现 回 到 实 系数 之 二 次 型 :相似 用 广义 的 定义 , 即 ad 一 & =— 1 之 变换 也 列 人 . 
比 前 所 述 之 结果 还 可 以 更 具体 些 . 

定理 1 ”一 二 次 不 定型 必 相似 于 一 型 ,其 基 圆 直径 之 一 端 一 1 oA 
— а> 1. 

证 :由 上 节 , 任 一 二 次 不 定型 必 与 一 既 约 二 次 型 相似 . 作 此 既 约 二 次 型 之 基 贺 . 
车 其 与 由 p 到 i 之 弧 相 交 , 则 有 三 种 情况 : 

0-1<а1<0, “> 

Dur <l, 0<а:<1, 

3) —1 < wı < O W < 2. 


Ф 
то a; 
对 D 不 须 加 证 . 
对 2) 用 变换 = z 十 1 即 得 所 求 . 
对 3) 命 
2 =-.-1, 
° 





BISE а т а ©з. 





则 
—1<s,<0 ал =— 01—121, 
即 得 所 求 . 
若 其 与 由 i 到 1 十 o 之 弧 相交 , 则 由 变换 = 一 一 = 而 归结 为 上 述 情形 . 若 不 与 由 
2 到 1 十 p 之 弧 相交 , 则 必 有 一 模 变换 = = < 十 m 使 其 归结 为 上 述 二 情形 之 一 . 故 定 
HEM. 
今 设 
Е, = вл} Hery + Уй, 
ово? ,wi”, 且 适合 
wP >1, —1<a <0. 


жы” 及 一 ly 依 连 分 数 展开 之 ， 


o А 2 





а ааа" [> +++ 
变换 
д = dz tys = 
ЖЕ Я 
Г: = azî +з» + ууй, 
其 二 根 为 
به = ا‎ + > =+ pa 
一 般 言 之 ,在 F-， 上 用 
ха = dz Ну, ya = + 
则 得 
Р, = ат! + Ву, FI 
其 二 根 为 
aP = ړ سل + ب‎ 
- 根 之 差 等 于 





Мир = (ea. са. (аа 


M LCF) 为 对 所 有 之 整数 (zy) 
| azê + &л›» + 7 | 


之 极 小 值 . 显然 有 
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L(F) |а I=——— — 
qatqa.) (¿+= Fa) 
命 
1 
+)” 0 
则 
t < 
有 无 穷 个 解 . 
ж а, 皆 为 1, 则 得 
1 1 这 1 1 1 后 _ 
1+т+т+..72а+%), re 22% D, 
即 得 
U =. 
故 
Га ыу от ٠> 
有 无 穷 个 解 . 
但 着 = 0+0, a =— TOS - 1), 则 得 
F = (—ху—у) 
对 所 有 的 整数 х,у 
| F(z,y) کا‎ 
又 车 有 一 d; > 3, W 
[dsdi se] + [Od] > 3 > 5, 
因此 
шр <. 
又 车 有 一 d, = 2, 则 (1 < dai < 2) 
и 2 
及 
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故 
Cd: sds s] + [ow 
切实 言 之 ,我 们 有 : 
定理 2 HAXA 
a 
1 < $. 
# 
LP = fE. 
则 下 相似 于 
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SL Яя 


今 将 先 讨论 二 行 二 列 的 方 阵 , 以 概括 地 介绍 全 章 之 内 容 . 其 中 有 一 部 分 已 见 之 





于 第 十 ,但 为 了 完整 及 易于 了 解 起 见 , 稍 有 重复 . 
今 往 讨论 二 行 二 列 之 方 阵 
ab 
M= “ а O 


此 处 abcvd 是 整数 .组 成 方 阵 之 数 称 为 方 阵 之 元 素 . 元 素 皆 为 零 之 方 阵 谓 之 零 方 
阵 , 以 0 表 之 . 
ad —к 
称 为 M 之 行列 式 . 若 此 值 等 于 士 1, 则 M 亩 之 模 方 阵 若 此 值 等 于 1, 则 M MZ ER 
方 阵 , 行列 式 不 等 于 零 之 方 阵 调 之 非 奇 异 方 阵 , 不 然 谓 之 奇异 方 阵 , 
二 方 阵 
a b 3 
л (4). 8=) a) 

之 积 的 定义 是 

(= +, ab +bd, ). 

са dc, dı +4, 
并 以 记号 АВ KZ. 显然 AB 之 行列 式 等 于 A 之 行列 式 乘 B 之 行列 式 . 又 二 模 方 阵 


(2) 





之 积 仍 为 一 模 方 阵 模 方 阵 之 积 仍 为 一 正 模 方 阵 . 
设 上 是 一 整数 ,定义 
а b\_ pka № 
AE aE ы: 
方 阵 


(rs: 
ү 1) 
称 为 单位 方 阵 . 对 任 一 方 阵 M, 常 有 MI = ІМ = М. 
ЖАВ = L.I B FS A 238, DL A? 记 之 . BARE A = (© mr 
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存在 , 且 
4 


—e 


an 0) CS A ЕВЕ аи.) 
ШЙ AA" = АЛА = 工 又 从 AB = 【两 边 取 行 列 式 ,可 知 A 若 有 北方 阵 , 则 A 为 
ВОВЕ. 故 方 阵 A 有 地 方 阵 之 充 要 条 件 是 А 为 模 方 阵 . 

在 正 模 方 阵 中 有 两 个 极 重要 之 方 阵 


s. Ü D) ° 





т- [° 1). w 
s= ( ”) 《5) 


T = 一 工 (6) 
ERI 任 一 正 模 方 阵 可 由 S 及 了 之 乘 方 乘积 表 出 之 ;换言之 , 正 模 方 阵 所 成 
之 群 可 由 S 及 了 演出 之 . 
证 :假定 


м- (* ) o 


是 一 正 模 方 阵 .车 a = 0, WJ b > 0. H 
ов 

(д 

可 知 在 讨论 中 不 妨 假定 a + 0. 又 因 
MT: = 一 








故 也 不 妨 假定 a > 0. 又 可 设 
0<b<a. (8) 
ЖИГ ЖК q, f 0 < aq +b < a, ИРУ 
a byl а a+b 
(: д) 0 НЕ +a ө 
即 适合 (8) ж. 
今 对 a 行 归纳 法 .车 a = 1, 则 由 (8) 得 出 6 一 0, 因 而 4 = 1. 


(еб о} т. 
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Жо) 乃 S 及 T 之 乘 方 乘积 . 


今 设 当 0 二 a 一 时 ,所 有 适合 于 (8) 之 方 阵 (7) 缘 为 S 及 T 之 乘 方 乘积 . 则 对 
正 模 方 阵 





( 1). << 


《因为 上 > 1, 故 上 显然 大 于 0), 由 
ви 一 1 (1 —k 
a тЫ б 
再 用 (9) 之 方法 ,可 知 此 式 之 右边 为 S RT 之 乘 方 乘积 . 故 得 定理 . 
附注 : 正 模 方 阵 也 可 由 二 方 阵 


o Dal 1 
аянаа. нат 
(ob Ый) G 1) 
иш. 
жш: 任 一 模 方 阵 可 由 二 方 阵 
( ужо) av 
АЗЫН Z RDB ERZE i EN EUZ. 
证 , 模 方 隆 M 如 非 正 模 方 阵 , 则 


MÜ o) 
即 为 正 模 方 阵 . 因 之 由 定理 1 的 附注 ,可 知 模 方 阵 可 由 三 方 阵 
бааа o) 


220-0 206 JG о). 
故 得 定理 . 


定义 1 如 有 一 模 方 阵 口 使 二 方 阵 M,N 间 有 下 之 关系 : 
M=UN, 


则 谓 方 阵 N 左 结合 于 方 隆 M. М ŠN RZ. 
左 结合 关系 显然 有 次 之 三 性 质 ; ом 二 M( 反 身 性 ); (iD # M N, W 


ao) 


之 乘 方 乘积 表 出 之 .但 


第 十 四 章 。 整数 短 阵 及 其 应 用 * 355 + 





N 三 M( 对 称 性 )1 СОМ 二 N,N ЕР, M SP EBED. 
有 结合 之 定义 可 仿 此 得 出 , 故 不 再 次 述 
жаз 任 一 方 阵 必 左 结合 于 方 阵 


а 0 
(а): <20, azo, аз 
#а>0,00<с<а. 
证 :给 予 一 方 阵 
a b 
м=( a) 
必 有 整数 r,s 使 
b+d=0, (r =1. 
又 必 有 整数 u,v 使 
пы =1 
于 是 
rs 
p= s) 
为 一 正 模 方 阵 , 而 
a 0 
ا‎ (i ai 


ша они 0) жаака SORT а, 之 0. 因 之 任 一 方 阵 必 左 结 
合 于 如 下 形式 之 方 阵 
E 6 аро, 4>о. 
车 a > 0, TIRK q të 0 < qa +c < a, ДФ 
1 ба 0 K a 0 
É 1 í а) B.. a): 
кре. 
定义 2 EMAD 之 方 阵 谓 之 左 结合 标准 形式 . 
定理 4 任 一 非 奇 异 方 阵 之 左 结合 标准 形式 是 唯一 的 
证 :首先 注意 非 奇异 方 阵 之 左 结 合 标准 形式 [° g) Pad вт 
今 车 


CAE i) #-*-=- 
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Wh id = 0 ¥ ¢ = 0. ВВ a = а 20.0 = dı >0 R ow =+ 1,6f8 ; = u= 1. 
Eh ua +с=а,0 << а,0<а <a = а, u = 0. 故 得 定理 . 

习题 . 读者 自己 研究 奇异 方 阵 之 情况 . 

定义 3 如 有 二 模 方 阵 U RV tk 

UMV = N, 

则 谓 方 阵 M 5 N 相似 ,以 M — N 记 之 .此 相似 关系 显然 也 有 反 身 ,对 称 ,传递 等 三 
+. 

ZES 任 一 方 阵 必 与 一 形 如 


Ga 0 
аа) а 20, а >0 аз 
之 方 阵 相 似 . 
证 :给 予 一 方 阵 
a b 
м=( ш). 


若 M 之 元 案 全 为 零 , 则 定理 显然 , 故 不 妨 假 定 a 天 0, 亦 不 妨 假定 > 0, 今 先 证 :M 
必 与 一 形 如 


a b 
| 
(f gq)’ аена 


之 方 阵 相似 , 今 用 归纳 法 证 明 此 点 . 当 a = 1 时 ,此 乃 显然 . 当 a > 1 时 , 若 afb, 则 
可 取 整 数 9 使 0 一 ag +b < as i 


ЖЕ КЕДЕ! 
此 处 为 首 之 元 素 为 小 于 а ZERK. LH а | b ll a +c, 则 亦 有 整数 9 使 0 一 aq + 
с<а,М 
(ole a) EE 
此 处 为 首 之 元 素 亦 为 小 于 a 之 正 整数 . WEH al Ф.) B a kd, ft c = ca , 则 
1 1\/1 Ojja b a (1—c)b+d 
Ú e 1) а = ` ). 
Мал ((1— сь d) ,此 化 为 a+b 之 情形 . 故 由 归纳 法 明 所 欲 证 
Фа | Cı se1 sd, f} = абс = a, d, 一 ad 由 是 


人 H e ull, ШЕ, бИ... 


вза > 0, 因 不 然 以 (1 ) 乘 之 即 得 . RFI a = а а > 0 故 得 定 
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理 . 
定义 4 EMAD 之 方 阵 称 为 相似 标准 形式 . 
总 述 以 上 之 结果 :由 定理 2 已 知 任 一 模 方 阵 可 由 二 方 阵 


(o a) 


1 )ل‎ а) 5) 


之 乘 方 乘积 表 出 之 . 由 


及 
ESE 
可 知人 中 及 其 过 之 作用 是 将 一 方 阵 之 两 行 或 两 列 互 换 , 又 由 
(Еа e 
及 
Caler 29). 
可 知 { (ayar, C аел о ERRANA AETR 


分 别 相 加 减 ,以 后 同 此 ) ,或 于 第 二 列 加 上 或 减 去 第 一 列 . 如 此 数 种 手续 称 为 初等 变 
换 . 故 定理 5 亦 可 改 述 为 :经 初等 变换 后 ,可 将 一 方 阵 变 为 相似 标准 形式 . 
由 于 方 阵 中 诸 元 素 之 最 大 公约 数 经 初等 变换 后 不 变 , 因 之 由 定理 5， 


баса) = а. 
х 
ab К 
Ë i|- od -æ =t atar. 
国 而 可 得 
BRG 任 一 方 阵 之 相似 标准 形式 是 唯一 的 . 
8$2. 和 矩阵 之 积 


Ê ansans ram ЖЮ. 
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а "ча 
称 为 一 min ЕВЕ REKA m X n Е Ц A” 记 之 . # m = n, WJ DL А 
记 之 ,并 称 为 n 级 的 方 降 . 又 以 B 表 一 n X IER. 

bn "бы 





ca es 

由 定义 易 见 只 有 当 A 的 列 数 与 B 的 行 数 相等 时 ,AB 才 有 意义 . 又 易 见 当 AB 
和 ВА 都 有 意义 时 ,AB 并 不 一 定 等 于 BA. 若 AB = BA , 则 称 A,B 是 可 交换 的 ,但 
常 有 (AB)D = A(BD). 

如 A,B 为 方 阵 , 则 AB 之 行列 式 等 于 A 之 行列 式 乘 以 了 3 之 行列 式 . 

如 一 方 阵 之 行列 式 不 为 零 , 则 此 方 阵 称 为 非 奇异 方 阵 , 不 然 调 之 奇异 方 阵 . 

行列 式 为 士 1 之 方 阵 称 为 模 方 阵 ,而 行列 式 为 1 者 称 为 正 模 方 阵 , 易 证 二 模 方 
阵 之 积 仍 为 一 模 方 阵 , 二 正 模 方 阵 之 积 仍 为 一 正 模 方 阵 . 





方 阵 
0 0 А, 
除 对 角 线 上 之 元 素 外 ,其 余 之 元 索 缘 为 零 , 称 为 对 角 线 方 阵 ,并 简 记 之 为 4 = ГА, 
АЈА = м = =, = 1, 





称 为 单位 方 阵 . 显然 对 任 一 方 阵 AA 常 有 AI = IA = A. 
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车 方 阵 A,B 间 有 下 之 关系 





АВ = 1, 
则 称 B 为 A 之 北方 阵 ,并 以 B= A" 记 之 . 

于 方 阵 A( 一 A” ) 中 除去 第 i 行 第 ; 列 诸 元 素 ,但 不 变动 其 他 元 素 之 位 置 ,所 得 
(nD 级 方 阵 之 行列 式 称 为 之 余子 式 ; 余 子 式 前 冠 以 符号 (一 1)” 后 , 称 为 代数 
RTRA A; 记 之 . 命 

Аи An * An 


А. An ++ As 
А, = . 






A. A. A. 
А, MAF Ahlan 之 代数 余子 式 A。 Ка, 后 所 得 之 方 阵 , 称 为 A 之 伴随 方 阵 , 易 
证 
AA, = A.A = al, 

此 处 a 表 A 之 行列 式 . HF А 为 模 方 阵 , 则 А 有 逆 方 阵 存在 , 且 А! = 士 A,. 反 之 ， 
若 A 有 逆 方 阵 , 则 A 为 模 方 阵 . 

# АВ = І, B = СЕАЬ АВ =+ A, (AB) = 土 A。, 可 知道 方 阵 是 唯一 的 ， 
HAA" = AA = I. HF А,В ИЯГЕ, САВ) = РЗА, 

1 行列 的 矩阵 (zz.)( 其 中 之 元 素 zi ,zs 有 时 不 限定 为 整数 ) 称 为 矢 
量 ,并 以 z = Gres z.) 记 之 .所 当 注意 者 :此 处 矢量 之 记号 请 勿 与 最 大 公约 数 之 
记号 (zi,…zo) = АННЕ. 以 后 凡 单独 写 (zz,) 时 即 表 矢量 ,而 (zw…vzv) 
= d 表示 最 大 公约 ,并 常 以 z, y 等 字母 表示 含有 n 个 元 素 的 矢量 . 

方程 






у= zB(B = В“) 9] 
即 代表 线性 方程 组 
x= ав, ESL 

车 nn 一 4 而 B 非 奇 异 的 , 则 (2) 称 为 变换 . 对 应 于 整数 zj，…vz. 有 整数 y ,但 
反之 则 不 一 定 . 但 若 В 为 模 方 阵 , 则 当 yo. y. 为 整数 时 ,z,,…,z, 亦 为 整数 ,此 
时 称 变换 (2) 为 模 变 换 . 

WLA y Sy = ay SnG A liA r) EHEER, 
所 对 应 之 模 方 阵 即 为 将 [之 第 1 行 乘 一 1 后 与 第 ~ 行 互 换 后 所 得 之 方 阵 (或 第 ~ 列 
乘 一 1 后 与 第 1 列 互 换 后 所 得 之 方 阵 ), 以 E, EZ. 
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(3) 





例 2. 设 r 关 1. 命 y== 工 (i 关 7),y, 王 工 十 .此 亦 为 一 模 变换 ,其 所 对 应 之 
模 方 阵 为 





1 0 1 0 
01 0 0 

У, = . (4) 
0 0 0 … 1 





即 为 将 1 之 第 行 加 到 第 1 行 去 后 所 得 之 六 阵 (或 第 1 列 加 到 第 + 列 去 后 所 得 之 方 
PED. 
易 证 V, WRH V, 及 E, 之 乘积 , 实际 上 , 若 r > 2, 则 


V, = Е,Е,Е,У,Е,Е,Е,. (5) 
今 证 明 如 下 : 命 
a 
i 
则 有 
k 
s =h 
=n 5 
Est = | n |E Eu = rs 


E,E,E:V:E:E,E:t = 





第 十 四 章 。 整数 矩阵 及 其 应 用 зв. 
н 





а +t, 
5 


故 得 (5) R. 

例 3. 若 i 天 5 命 y = xs y, = zz, 十 Zz,(r 关 .此 亦 为 一 模 变换 ,其 所 对 应 
之 模 方 阵 即 为 将 [之 第 * 行 加 到 第 行 去 后 所 得 之 方 阵 (或 第 r 列 加 到 第 s 列 去 后 所 
得 之 方 阵 ), 以 V。 EZ: 


(6) 





M s> 1m8,V, = ЕЛУЕ, ‚МУ, = ЕЛУЛЕ,. У, 亦 可 由 V; B E: E, ZR 
方 乘积 表 出 之 . 
У.О Srn Ss Snr A) ДИНИЯ ВИД Л 0, 记 之 . 


出 定理 1.1 的 附注 , 知 由 Va = (| ?及 Vs = (Û 了 ) 所 演出 的 群 名 ,, 即 为 所 有 


二 列 的 正 模 方 阵 所 成 之 群 . 今 往 证 明 对 n 行列 正 模 方 阵 亦 有 此 定理 , 即 
EWI M, 即 为 所 有 fT n 列 正 模 方 阵 所 成 之 群 . 
显然 M, 中 之 任 一 方 阵 为 正 模 方 阵 , 故 只 需 证 明 任 一 正 模 方 阵 在 ЭЛ, 中 , 亦 即 
证 明 任 一 正 模 方 阵 皆 可 表 为 诸 V。 2 Жу ЖАЙ) О]. 为 此 先 证 下 之 诸 定理 . 
定理 2 от) =d MAU € 9. fk 
x10 TIOU = (4,0,---,0). 
ME: л = 2 Солт) = d, 则 有 二 整数 r,s 使 


rm tan md, (тз) =1. 

















ur: + ur, 


и-ш=1. 
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由 是 得 





arz, #)=‹4о›, 


而 一 (7 (EBE, EHRE 1.1 的 附注 知 PE M. чн = 2 时 定理 


真实 . 
今 用 归纳 法 . 命 (z。 sz.) = di , 则 有 一 PE M 
Сохор = (di,0). 
f 


о 
° 





ЗУ Е 9, 
(а, элд” = Cay esrar +0). 
由 归纳 法 之 假定 , 知 有 V'“ € MR rf 
база нв = (4,0,0) 
于 是 命 
= үке. о 
и. и 





即 得 
Сау нне VAV = (4,0,++,0). 
f U = VVE BU Є M.. MIRER. 
定理 3 азана) = а WA M, FZ (GR, E, 
其 第 一 行 ， 
证 :由 定理 2 已 知 有 M, 中 之 一 方 阵 U, 使 


Can sans= sain )U = 








MU 即 合 所 求 . 
定理 1 的 证 明 ”用 归纳 法 . Мп = 2 时 ,由 定理 1. 1 的 附注 知 本 定理 真实 . 
今 设 
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为 任 一 正 模 方 阵 . 易 知 (au заз за) = 1. A 乘 以 定理 3 证 明 中 之 U, 即 得 

















方 阵 
1 0 0 ol 
一 aa 1 0 0 
У=|-а 0 1 0 
Ж M, 中 ,而 
VAU = (7) 
аз аһ 
由 归纳 法 之 假定 ， 在 
ач 





эл, 中 . 故 由 (7) 式 即 得 定理 . 
$3. 模 方 阵 之 演出 元 素 


在 $ 1 中 我 们 已 经 证 明 , 任 一 二 行 二 列 的 正 模 方 阵 可 由 二 方 阵 Vu = G 小 


Vu = (j еван. НЕВЫ ВИЕ n fn INER 


阵 可 由 哪 几 个 方 阵 的 乘 方 乘积 表 出 ?也 就 是 问 ЭЛ, 可 由 哪 几 个 方 阵 演出 ? 
由 定义 , 知 M, 中 之 任 一 方 阵 是 诸 V. 的 乘 方 乘积 ,又 由 上 节 知 V- 可 由 ?个 方 
阵 


364 ° 











о 10 o} 
E= -E = 
ооо. 1 —1 оо ~ 0 o o 
之 乘 方 乘积 表 出 , 故 M, 可 由 ”个 方 阵 E, Es E. ,V; 演出 之 . 
命 
° о о р 
то 0 0 
и = n 
оо y о 
则 易 证 Er, Er E, 都 可 由 U, № E, 的 乘 方 乘积 表 出 . 实际 上 ,我 们 有 
Е, = (EU) E (EUD, Жп 
Е, = (ЕЛИ) *ЕКЕРИ, )" # n 为 奇数 ,r 为 偶数 ， 





Е, = (E'U D EP (EP UDT, 若 "为 奇数 ,r 为 奇数 ， 
此 诸 式 之 证 明 可 仿 (2, 5) 式 之 证 明 行 之 . 





易 见 





Ak M, 亦 可 由 三 方 阵 


演出 之 、 








а› 


(2) 
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在 "一 2 的 情况 ,3 可 由 二 方 阵 U = (0 (ku: (1 gaz ra 


就 产生 一 问题 , 即 M, (л > 3) 是 否 也 可 由 U, ,U 二 方 阵 演出 , 亦 即 U ”是 否 可 由 
U, U: 的 乘 方 乘积 表 出 . SHER n= 3 及 4 之 情况 . 


Dn = 3. 此 时 
1 1 O| 0 
中 1 оу 1 
0 
为 了 方便 起 见 ,“(i,j) 位 置 " 即 表示 第 : 行 第 j 列 处 之 位 置 . 从 
1 0 0 
0 1 中 
1 0 1 














1 0 
1 0 
0 0 1 0 0 1 


S=UU;U;' = ‚Т = мои» = UnUU, = 


1 1 O| 
0 1 中 
0 0 1 

可 知 在 U, 前 面 乘 以 U, ,后 面 乘 以 Un' ,并 连续 施行 此 种 手 
续 , 可 使 U, 之 对 角 线 元 素 保持 不 变 ,而 非 对 角 线 上 之 1 沿 着 
《1,2)，,(2,3)， (3,1) 三 个 位 置 移动 . 同样 地 (3,2)，(1,3)， 
(2,1 





s= 


0 
1 1 
0 1 








от» = U, = 









йз 
олу ea Wa 
三 位 置 上 的 元 案 也 在 一 条 轨道 上 移动 ,如 右 图 所 示 . GSE өз 


所 以 要 在 (2,1) 位 置 产 生 1, 须 先 在 (1,3) 或 (3,2) 位 置 
处 产生 1, 在 了 的 前 面 乘 以 Uz' ,后 面 乘 以 U ,可 使 (3,2) 位 
ШЕ. 
















W. BJ 


W = порто, = 





1 0 0 
ти 中 
0 0 1 
于 是 只 要 能 消去 (2,3) 位 置 之 1 РО ,而 此 可 由 前 面 乘 以 S ”来 实现 , 即 
1 0 O| 
SW |: 1 o|- 


0 0 1 
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故 在 n = 3 之 情况 ,有 





0" = U,Uz'U,Us'UT'U,U,U,U,. ‹з› 
Dn = 4. kf 
Ю 0.0 —3 1 1 0 0 1 0 0 0 
дно og ê 1009]. |1100 
ото о 0 0 1 0 0 0 10 
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 01 
1j n = 3 时 一 样 ,我 们 先 从 
1 0 0 O| 
т-игиш=|° 1 ° ° 
о ото 
м Ө g. : 
出 发 , 在 了 的 前 面 乘 以 Us' РЖ U, ,可 在 (4,2) 位 置 产生 一 1, 即 
1 0 00 
wm=? 1 °° 
о 0 10 
-1 —1 0 1 
XEN HIR U JERU, 之 手续 ,可 将 (4,2) 位 置 之 一 1 移 至 (3,1) 位 置 , 即 
1 ооо 
unga =| ° 1 ° o| ч) 
-1011 
о 00 1 
FERE TTI HIR U: РИМ U, 之 手续 ,可 使 (3,2) 位 置 产生 一 1, 即 
1 ооо 
о 1 00 
U (UTUTUUDU: = | a a ah 
о 0 01 
于 是 再 施行 前 面 乘 Di ,后面 乘 Ui 之 手续 ,可 使 (3,2) 位 置 之 一 1 移 至 (2,1) 位 置 ， 
m” 1 ооо 
W = Ur (UPUPUP тилдин, = | 1 1 1 1 
0 010 
о бои 


至 此 ,对 角 线 以 下 之 形式 已 经 和 UU*“ 对 角 线 以 下 之 形式 一 致 ,问题 在 于 消去 对 角 
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线 以 上 之 1 
由 (4) 式 可 得 
1 0 0 O| 
01 
$ = ООО Тори, = у H 
0 0 1 0 
0 0 0 1 
于 是 立 得 
1 оо O| 
一 0 
s"w= 100, 
0 010 
о 00 1 


HEE n = а ZRF 
ит = U UT UF UTU;"U, UU U, UT UU UU 
“UUUU UD,. (5) 
Hf U = U,U, , 则 由 (3) 及 (5) 得 
U =UTU ИИ UTU: (n= 3), 


U = У О "ШШ (n= O. (6) 
一 般 地 可 以 证 明 
Ш" = UT (U) U, UU, тои, (7) 


此 式 之 证 明 读者 可 仿 (2. 5) 式 之 证 明 方法 行 之 . 故 得 
定理 1 正 模 方 阵 所 成 之 群 MN, 可 由 二 方 阵 








о0о -. о сю 
1 0 0 0 

и = . 
o o = 1 ° 





演出 之 , 换言之 , 任 一 正 模 方 阵 可 以 表 为 U, R U, 之 乘 方 乘 积 . 
任 一 模 方 阵 若非 正 模 方 阵 , 则 以 
-1 0. 0 





乘 之 即 成 正 模 方 阵 . 故 得 
定理 2 ” 模 方 阵 全 体 所 成 之 群 可 由 U, ,U, KU, 三 方 阵 演出 之 ;换言之 , 任 一 
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模 方 阵 可 由 U, ,U, R U, 之 乘 方 乘积 表 出 之 . 
84 左 结合 
定义 1 ” 若 有 一 模 方 阵 U 使 二 方 阵 A 与 B 之 间 有 下 之 关系 : 


A=UB, 


则 谓 方 阵 В 左 结 合 于 方 阵 A, 并 以 A SB tz. 
此 左 结 合 关系 显然 也 有 反 身 ,对 称 ,传递 三 性 质 . 
定理 1 任 一 方 阵 必 左 结合 于 一 如 下 形式 的 方 阵 





其 中 5b. > 0. HÆ b. > 0,W 0 < b, <5„ >). 
证 :已 知 当 n = 2 时 定理 真实 (定理 1.3). 今 用 归纳 法 . 
命 


an an 
pafon an 
lan аа 





为 任 一 方 阵 . 若 А 之 最 后 一 列 中 至 少 有 一 元 素 不 为 0, 则 命 Ca an, 
有 整数 与 ,加 bo 使 

biar T bas + + bam = bo Ы 
由 定理 2.3 知 有 一 模 方 阵 V ШО, sbi aet ba) 为 其 第 
互 换 后 仍 得 一 模 方 阵 U fi DL (b, ,b:，…,b.) 为 其 第 n 47. 因 得 


ам аз се a 


b.) = 1. 









an an се ak 






ам аш bm 


BR ananin Ê N anan 





O 


oa.) = ba, 


.将 V 之 第 一 行 与 第 ” 行 


a. ПАЧЕ ИА ВЕН bn KA. 于 是 得 
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аа 0 

z. aa 0 
А=|0 

ашсыз 0 

o w БЫ 





可 知 





beia 0 

ов з K. ba 

其 中 bw >0,5„ = 0@<ъ,Н#5„ > O, O <b, < ba осіп 1). 
P bema > 0, 则 有 整数 4- 存在 ,使 

0 S фара FD gas Бл 











其 中 的 = аара HOA < i < n — 0000 <... 
续 行 此 法 即 得 定理 . 
定义 2 形 如 (1) 的 方 阵 称 为 左 结合 标准 形式 . 
习题 .证明 非 奇异 方 阵 之 左 结合 标准 形式 是 唯一 的 . 


$5. 不 变 因子 . 初等 因子 


定义 1 М-Н A= Ате) ВС B=) 着 有 二 模 方 阵 U( 二 U™),V(= 
ve E 
A=UBV. 
则 A 与 B 谓 之 相似 ,以 A 一 BB 记 之 . 
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显然 相似 关系 也 有 反 身 ,对 称 及 传递 三 性 质 . 
定理 1 {Я A= А) 必 与 一 形 如 





(m < n) а› 


(2) 








之 矩阵 相似 ,其 中 d, > 0. 
证 : 设 
А = (ап зап sau) 
为 一 1 行列 的 矩阵 ,其 中 为 任意 的 正 整数 (k > 1), 则 由 定理 2. 2, 知 有 一 正 模 方 
阵 U 使 
AU = (d,0,---,0). 
故 定理 成 立 . 又 由 于 





lan! 0 
此 处 U' 表示 把 U 之 行列 互 换 后 所 得 之 方 阵 ,可 知 定理 对 行 1 列 的 矩阵 也 真实 . 
今 于 行 数 上 行 归纳 法 . 给 予 一 矩阵 A. # А = 0, 则 定理 显然 . А > 0, 则 不 妨 
Hk anı 20, НЖЖЯ an > 0. 今 先 证 А 必 与 一 如 下 形式 之 矩阵 相似 ， 
аз ав а 


“alak <<<) <». 
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Ма = 1 时 ,此 乃 显 然 . Ча, > 1 时 , 若 au а, , 则 经 过 行 的 互 换 和 列 的 互 换 可 
以 把 asw ЖЕ ansan an 三 元 素 之 位 置 . 于 是 用 定理 1. 5 的 证 明 方法 ,可 使 为 首 之 
元 素 变 为 小 于 an 之 正 整数 , 故 由 归纳 法 即 得 所 云 。 














由 
可 知 
(3) 
0 а а. 
于 是 由 归纳 法 之 假设 ,可 知 
ооз о 0 0 
о а, 0 ° 0 0 0 
A~ mm Oo 
或 
aa 0 0 
0 di ~ 0 
A~|o o did) (m= m). (5) 
0 24 А 0 
0 e 0 


由 于 а [аа А, 中 革 些 元 素 的 线性 组 合 ,所 以 a а. фа = dı d3 = 
didasd = dı sd = das. С) 及 (5) 即 得 定理 - 

EX 2 形 如 (1) 或 (2) 的 矩阵 称 为 相 做 标准 形式 - 

在 定理 1 的 证 明 过 程 中 ,所 行 的 手续 只 是 行 的 互 换 或 列 的 互 换 ; 一 行 乘 一 整数 





+312. 数论 导 引 


加 到 另 一 行 ,或 一 列 乘 一 整数 加 到 另 一 列 去 ;以 一 1 乘 一 行 或 一 列 . 如 此 数 种 手续 称 
为 初等 变换 . 故 定 理 1 可 以 改 述 为 :经 初等 变换 可 将 一 矩阵 化 为 相似 标准 形式 . 

一 矩阵 的 两 行 (或 列 ) 互 换 后 ,或 以 一 1 乘 以 一 行 (或 列 ) 后 ,所 得 矩阵 之 任 一 i 
{тї 列子 行列 式 ,或 与 原 和 矩阵 之 一 i 行 i 列子 行列 式 相 同 ,或 仅 相 差 一 符号 ;又 若 以 
一 矩阵 的 一 行 (或 列 ) 乘 一 整数 加 到 另 一 行 (或 列 ) 去 , 则 所 得 矩阵 之 任 
行列 式 ,或 为 原 矩阵 之 一 行 ; 列子 行列 式 ,或 为 一 i 行 i 列子 行列 式 加 另 
子 行列 式 的 整数 倍 . 故 经 初等 变换 后 ,一 和 矩阵 之 所 有 i 行 i 列子 行列 式 的 最 大 公 因 
数 不 变 . 故 得 

定理 2 FA ~ B, 则 和 A 内 所 有 i 行 i 列子 行列 式 的 最 大 公 因 数 与 B 内 所 有 i 
47 i 列子 行列 式 的 最 大 公 因 数 相等 . 

同时 由 (1) 及 (2), 知 











h, = d, + 44-44, 
即 为 A 中 诸 i 行 i 列子 行列 式 的 最 大 公 因 数 . 故 得 
定理 3 任 一 矩阵 的 相似 标准 形式 是 唯一 的 . 
定义 3 {ЕШ A 的 相似 标准 形式 (1) 或 (2) 中 ,对 角 线 上 不 为 零 的 元 素 
dd (k < min(m,n)), 
分 别称 为 全 的 1 次 ,2 Kok KREERT. k KARRE A 的 秩 ,不 变 因子 的 标准 分 
解 式 
d, u (>01 <А <1) 
т, ВЮ REO pe 都 称 为 A 的 初等 因子 . 
易 知 初等 因子 的 指数 间 有 下 之 关系 ， 
ev Semy >/> Ој. 
由 定义 易 知 :二 矩阵 如 有 相同 的 不 变 因 子 , 则 有 相同 的 秩 和 相同 的 初等 因子 ; 
反之 ,如 有 相同 的 秩 和 初等 因子 , 则 有 想 同 的 不 变 因子 . 故 得 ， 
定理 4 пхп EEA MB 相似 的 充 要 条 件 是 A 与 B 有 相同 的 秩 和 相同 的 
初等 因子 . 





86. 应 用 


研究 整 系数 线性 方程 组 
x= Узи, а тит O 


之 整数 解 ,其 中 y 是 已 给 的 整数 , 即 研究 
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аһ an o аы 


ап ап сз а 
у= Ау = (уун) Tz) A = (2) 





之 整数 解 . 
由 上 节 知 有 二 模 方 阵 U(= U”) R V(= У), 
а 0 з о 
0 dd, + 0 
UAV=|0 0 да. = D. (3) 

0 0 ad 0 
баа д 

于 是 命 


УУ = у" = (уу). zU =" = ба) 
则 由 (2) 即 得 
y=z°D. Q 
由 (4)， 
y= did < i < m). (5) 
(1) 式 有 解 的 充 要 条 件 是 (5) KAW. W didi Z 0,4 二 0, 则 (5) 式 有 和 解 之 充 要 
条 件 是 





4+4|у(1<4#<Ю., y= (6) 
由 (3) 可 知 
(ee 人) ® 
SHO 式 成 立 , 则 由 (7)， 
O-o) % 
反之 , 若 (8) 式 成 立 , 则 得 
(26) 
由 定理 5.2, 即 得 
di | yis didi | эй, =, Фей, | уй, ука = е = у= 0, 


此 即 (6) 式 . 故 (1) 式 有 解 之 充 要 条 件 是 (8) 式 成 立 . M: 
定理 方程 组 (1) 有 解 的 必要 且 充分 条 件 是 一 条 陈 A 及 (全) 有 相同 的 不 变 办 
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若 (5) 式 成 立 , 则 可 得 








ГЕЛ ае 
ta Жп 一 个 整数 变数 , 则 有 





и, + Ў 


==" ишы, (<i<m, (10) 
此 处 ri? erra Вр 一 … =, = 0 时 (1) 式 的 一 组 解 . 





$7. 因子 分 解 . 标准 素 方 阵 


定义 1 对 二 方 阵 A,B, 如 有 一 方 阵 C 使 A = CB , 则 称 也 为 A 的 右 因子 ,或 B 
HRR AHZAB | A 记 之 . 

显然 有 (iD4 ТАС) # A | B,B | CWA |C. 

左 因子 与 左 除 尽 的 定义 ,可 同样 得 出 . 

定义 2 设 A 非 奇异 方 阵 , 且 亦 非 模 方 阵 . 车 对 A 的 任何 分 解 式 A = BC , 常 得 
出 B 或 C 是 模 方 阵 , 则 称 A 为 不 可 分 解 方 阵 或 宗方 阵 . 不 然 , 称 A 为 复合 方 阵 . 

设 A 是 非 奇 异 方 阵 , 则 由 定理 5. 1 可 知 有 二 模 方 阵 U KV 使 

А = U[d,,d,d, „ина ДУ. O 

极 易 把 [di sd ds ,di…d,] 分 解 为 素 方 阵 , 且 可 更 确切 些 说 ,其 因子 之 形式 
为 已 = [1,…,1,prl,…,1], 此 处 p NRK. HATZ KEF d ° did e e e 
4144, ЖРК. HKH 

А =ИР\Р РУ, Р = (1,,1,р,1,1). 2) 
其 中 任 二 P 是 可 以 交换 的 . 由 此 立 得 : 

定理 1 一 方 阵 为 一 素 方 阵 之 充分 且 必 要 条 件 是 其 行列 式 为 素数 . 

定理 2 任 一 复合 方 阵 可 以 分 解 为 有 限 多 个 素 方 阵 之 积 , 且 其 因子 数 等 于 其 
行列 式 之 素 因子 数 . 

此 种 分 解法 是 否 唯一 ,其 回答 是 否定 的 . ИТЧЕ Р.Р... 间 可 以 插入 
WW ' (W ERRE) PW EW “Pi 一 般 与 P, ЖР... 不 相同 .但 车 对 因子 之 形式 
加 以 适当 的 限制 , 仍 可 得 类 似 的 定理 . 

ELI 若 一 素 方 阵 可 以 表 成 为 U U, ,1,p]U 之 形式 , 则 此 素 方 阵 称 为 标 
准 素 方 阵 ,此 处 U 是 模 方 阵 - 
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显然 任 一 素 方 阵 必 左 结合 于 一 标准 素 方 阵 . 
今 将 (2) 式 改写 为 如 下 之 形式 : 
А = UV(V ' Pi V) (V? P, V) (V= P,V) , (3) 
其 中 任 二 VT PV 也 是 可 以 交换 的 , 且 皆 为 标准 素 方 阵 , 故 得 ; 
Жиз 任 一 复合 方 阵 必 左 结 合 于 有 限 多 个 可 交换 的 标准 素 方 阵 之 积 . 
定义 4 A 之 标准 分 解 式 乃 指 下 式 而 言 : 
А = СУ РУ) СУ P: V) (V` P, V), (4) 
此 处 W 和 V 是 模 方 阵 ,P，,…,P, 之 形状 与 (2) 式 中 相同 . 显然 ,车 不 计 次 序 ,P, ， 
ТЭР, 由 A 唯一 决定 . 
在 证 明 类 似 于 唯一 性 的 定理 之 前 , 先 需 引进 以 下 之 定义 ， 
定义 5 对 一 非 奇 异 方 阵 A, 适 合 于 
АША, =0 (mod| А |) 
之 模 方 阵 U 称 为 A 之 伴随 模 方 阵 ,此 处 As Ж A 之 伴随 方 阵 , | A | ЖА 的 行列 式 
的 绝对 值 . 


既然 AUA, ЛЖИ | A | 之 倍数 , 则 得 1 AUA, 是 一 整数 元 素 的 方 阵 ， 


ГАТ 
取 行列 式 可 见 此 乃 一 模 方 阵 . 
定理 4 A 之 伴随 模 方 阵 成 一 群 . 
证 :车 U,V ЖА 之 伴随 模 方 阵 ,由 于 
AUA,AVA, =+| А |+ AUVA, =0 (mod | А |), 
故 UV 为 伴随 模 方 阵 , 又 由 
| А | AIA, =+ АЦА,АШ ТА, =0 (той | А |°), 





得 


TAAUA. АШТА, =0 (mod |A i), 


ШАША, 为 模 方 阵 , 故 U 也 是 伴随 模 方 阵 . 由 此 可 得 定 更， 


定义 6。A 之 伴随 模 方 阵 所 成 之 群 称 为 A 之 伴随 模 群 
EES 设 
А = У, (VT РУ, (Уп: PV DVD Р.М, ) (5) 
为 A 之 另 一 标准 分 解 式 , 则 有 一 А 之 伴随 模 方 阵 U 存在 ,使 wW = VU,W, = 
TT TAU AWU HEZ W 和 VV 为 (4) 式 中 之 模 方 隆 . 


证 .由 (4) 与 (5) 可 知 
A = WV“ P, Pa P,V = W, УГ Р.Р, Р.М, , 
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故 得 





AVIV, = ЖУСУ ГА. 
HERS U = УТУ, ЖА ИНАЯ 
+ + 于 AT4AUA。 = WUWT 
故 得 定理 . 此 定理 说 明 A 之 两 标准 分 解 式 之 间 的 关系 . 
关于 可 交换 的 标准 素 方 阵 , 有 以 下 之 二 定理 ， 


定理 6 #Р=[1,,1,р],0=Ш'[1,--,1,4]0 是 可 交换 的 二 标准 素 方 
阵 , 则 Q 必 取 如 下 之 形式 : 





-人 小 ш 
其 中 r= 9 或 1. 且 若 r= 9, 则 Q = DF r = 1,W Q, 为 标准 索 方 阵 . 
证 : 命 
“ 
e= (@ =| i ГЕ л) 
а. 
由 PQ = QP ,得 
=)- (б ДЕ; D 
> pr 
由 此 立 得 工 一 +0). 
又 命 
U x 
vala +), 
则 从 UQ = [1,--- 1,920 ,可 得 
UQ zr U x 
(оа w) e ж) @ 


0 
жиз 0.8 r = q. 此 时 由 Zr = x, fk r, -| Н не 是 模 方 
0 
ВЕН И, О, = U, ‚43 Q, = 1. 
0 
# u= 0, z, -| š 


ЕЕ 1. 从 UU,Q, =U, H Q, ЖЕЗ + I. k 是 
0 
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奇异 方 阵 . 由 定理 5.1 知 存在 二 模 方 阵 Vi 及 W. УШУ, = 
2 0. 故 若 命 








У, 0 
y= (5 |” 
则 有 
м 0 с 
У, У 5 з 
e (МО, Vin 

x=vuw = (Yw, Š )=| o 7 у 
0 0 e 





add аа 0 
Н салд А =| X |= А = + = Аа: = lic Elde = #1, 
此 处 | X | 表示 X 之 行列 式 之 绝对 值 . 








又 命 

1 Fa 0 

0 + о 1 0° 0 0 0 

a 

ral 人 
7 = | [ra жа е жаа 1 of lo 17 

0 0…0 1 0 

оон 0 01 
оо o 1 


此 处 矩阵 Y 与 Z 中 之 负 号 或 正 号 ,分 别 由 ci 与 d。 为 十 1 或 一 1 而 定 , 则 立 得 
10%…0 0 0 








0 оо о 
үх2 = |0 гого 
0 0 0 ب‎ 
о om оа. 0 
于 是 从 
XW 'QW = VUQW = V[1,…,1,9]UW = [1,+-,1,4]Х, 
得 
YXZZ-'W QWZ = Y[1,---,1,q]XZ = [1 
即 


(WZ) 'Q(WZ) = (YXZ) '[1,-—-.1.qJYXZ = [1,* 





故 得 
(WiZ) Q (W,Z,) = [1,-*-,1,9]. 
此 证 明了 Q, 是 标准 素 方 阵 . 
定理 7 对 任意 一 组 互 可 交换 的 标准 素 方 阵 已 ,…,P,, 有 一 模 方 阵 口 存在 ,使 
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UT'P,U 皆 为 对 角 线 形式 . 
证 : 当 * 一 1 时 定理 显然 , 今 用 归纳 法 证 明 此 定理 . 假定 定理 当 方 阵 之 个 数 一 
HERY. 
对 P, HRI U, UPU, = 1, 1.8 
U;'P.U, 2 
显然 诸 Q 仍 为 互 可 交换 的 标准 素 方 阵 . 由 定理 6 可 知 














; 0 Я 

9 = (5 MD тө 
其 中 m = рй. B r, = p. B Q: = 1,9 MIRE r, —1,ШО; 是 标 
ЕЖЕ ШТО ЖИВА = ra = =n = lire = puis， 





r = р; жи = 0, ЕЕ. 不 然 , 则 由 归纳 法 之 假设 ,对 诸 互 可 交 
换 的 标准 素 方 阵 Q; ”有 一 模 方 阵 U” ,使 OU QU а: u KAMRE 
式 , 今 取 





nat 


0 1 
паха < i < з) имя. W U = U,U, 即 得 定理 . 
习题 . 取 A = [di ,did;,…,d,…d,] 而 研究 A 之 伴随 模 群 之 性 质 . 


$8. 最 大 公约 ЮЛАЙ 


定义 1 如 方 阵 为 方 阵 A R B(A УВ 不 同时 为 0) 的 右 公 因子 , 且 A, 了 B 之 
任何 右 公 因 子 皆 为 D 的 右 因子 , 则 称 DD 为 A,B 之 右 最 大 公约 
如 方 阵 4,B 都 分 别 是 方 阵 M( 非 0) 的 右 因子 , 且 М 为 任何 以 A,B 为 右 因子 的 
方 阵 的 右 因 子 , 则 称 M H A.B 的 左 最 小 公 倍 . 
左 最 大 公约 及 右 最 小 公 倍 的 定义 可 同样 得 出 . 今后 仅 讨论 右 最 大 公约 及 左 最 
小 公 倍 , 为 简单 计 ,并 未 称 之 为 最 大 公约 及 最 小 公 倍 . 
二 方 阵 A = (as) 及 В = (by) 的 和 定义 为 
A+B = (а, +b). 
定理 1 不 同时 为 0 之 二 方 阵 A.B 必 有 最 大 公约 , 且 存 在 方 阵 P RQ W 
PA 十 QB = D. 
Е. 





为 一 2n X n 矩阵 . 由 定理 5. 1, 知 有 二 模 方 阵 UC= U”) ус У) ,使 
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осу = (@),ь = [aa ее аа, 


Я 


U= (р), An xn FE, 
则 由 上 式 得 
@ и (в) Co) = (0). @ 
由 是 得 
UnA+UnB = D. D 
M A,B АНА D ЖАИ. 
又 如 合 
Un Uny’ (Xo Xu 
ЫЫ? зел» o 
则 由 (1) 式 得 
А\_ (Хы хуур 
(»)- (x. x) (o) 
由 此 得 


А = Х.0, B= XuD, 

# D HA А,В 的 最 大 公约 .再 于 (2) ЖФ Uy, = Р.О, = Q, 即 得 定理 

定理 2 若 二 方 阵 A,B 之 一 最 大 公约 疡 是 非 奇异 的 , 则 A,B 之 任 一 最 大 公约 
必 为 UD 之 形式 ,此 处 U 是 模 方 阵 . 

证 : 设 D, 是 另 一 最 大 公约 , 则 由 定义 ,有 D = RD, 及 D, = SD ,因而 得 

D = RSD. 

取 行 列 式 , 易 见 R KS 是 模 方 阵 . 

上 面 已 经 讨论 了 二 方 阵 的 最 大 公约 , 今 往 讨论 二 方 阵 的 最 小 公 倍 . 若 二 方 阵 都 
是 奇异 的 , 则 最 小 公 倍 不 一 定 存在 . 例如 


(б 0)s( a) 


即 无 最 小 公 售 . 因为 以 {。 为 右 因子 的 方 阵 必 为 {” 0) 之 形式 ,而 以 { 1!) 为 
右 因 于 的 方 阵 必 为 (《“ ) 之 形式 . 此 两 种 形式 显然 不 能 相等 ,除非 * 一 “一 0. 但 我 


们 有 
定理 3 二 非 奇 异 方 阵 A,B 必 有 一 最 小 公 售 M 存在 , 且 M 为 非 奇 异 的 ;而 其 
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他 之 最 小 公 倍 皆 为 UM 之 形式 ,此 处 U 为 模 方 阵 . 
证 :由 (1) ,得 





UnA+UnB = 0. 
命 
М = ОА = 一 UnB， 
J M 为 A,B 之 一 公 倍 . 今 往 证 明 M 即 为 A,B 之 最 小 公 售 . Ж Mı 为 A,B 之 另 一 公 
fJ M,M, 之 最 大 公约 M, 亦 为 A,B 之 一 公 售 . fr 
M= HM:，M = KA = LB, 
则 得 
UnA = НКА, —UgB = НІВ. w 
fi Ao ‚В, 分 别 为 A,B 之 伴随 方 阵 , 则 有 АА, = al RBB, = Ы, а, 6 ЖА, 
ВЕ. HF A,B ЕУ, Ва Z 0,Ь + 0h 式 可 得 
Un = HK， 一 Un = HL. 
于 是 由 (3) 得 
I= О.Х. 十 UnXa = H(KXu — LXn), 
因此 H 为 一 模 方 阵 ,H" 存在 . 故 由 
М, = GM, = GH 'M, 
即 得 M RUNDE. 
今 往 证 明 M 为 非 奇 异 方 阵 . 由 最 小 公信 之 定义 ,看 人 仅 贷 证 明 А,В HE 
的 公 售 存 在 即 可 . 由 定理 5.1, 知 有 二 模 方 阵 U, , 





fr 





ERM 为 非 奇异 方 阵 , 且 M° = 
所 需 . 
ЖМ, 为 另 一 最 小 公 倍 , 则 由 定义 ,有 
М = EM，M = ЕМ, 


‚ПО, А. ЮМ" 即 为 


因而 
M=EFM, 1=ЕР, 
即 E,F 为 模 方 阵 . 故 得 定理 . 
定理 4 设 A 为 一 方 阵 , 则 对 任 一 整数 mC 0), 必 存在 二 方 阵 尺 及 Q, 使 1) 
А =mQ R DA = mQ + R. ñi 0 <| R |<] m |` kt | R | RARER КАР 
之 绝对 值 . 
证 :由 定理 5.1, 知 有 二 模 方 阵 U 及 V 使 
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A = U[4,,d d, ,-- 
有 整数 Kr (> 0) 使 
ded, = mq +r, O<r Slm| G<i<m. 





hed, IV (d>01<i<n. 








命 
Q = [qq эы], В = {лут 
则 得 
A = UnmQ, + R.)V. (5) 
жп е1 т аз:<»ю, Е, =| т | 1 = ml Н 5) 得 
А = mU(Q, + DV = mQ, 
此 即 1). 


不 然 , 如 有 一 个 了 使 0 一 盖 <| m | ЖЖ 0 <| R, | =т=т, <| m1", 故 由 

(5) 得 
A = mUQ,V +UR,V = mQ +R, 

Ti | R |=| UR,V |=| R. |, 故 得 2). 

定理 5 设 方 阵 B 非 奇异 的 , 则 对 任 一 方 阵 A, 必 存在 二 方 阵 Q@ 及 C 使 1)A = 
QB Ж 2)А = QB +C, 0 <| C |<| ВІ. 

证 : 命 B, 为 B 之 伴随 方 阵 ,BB。= В.В = bl dett b H В 之 行列 式 .由 上 定理 
可 知 有 二 方 阵 Q R R 使 


AB, = IQ (6) 
或 
АВ, = +В, о<|ЕК|<|5\|'. (7) 
于 (6) 式 两 边 乘 以 B.3t F b > 0, 即 得 
А = QB, 


此 即 1). 又 由 (7),R = АВ, — IQ = АВ, — ВВ, = (А — QB)B, = CB.. 于 是 由 
А = QB + (А – QB) = QB +С 





及 
0181 101" 5 
о<!С!=тв< lól=1BI, 
8043 2). 
8$9. 线 性 м 


йй zur. 表 个 未 定量 ,所 有 的 整 系数 一 次 式 (或 称 线性 型 ) 


y=an+- +a. 


+ 382 + 数论 导 引 


成 一 集合 ,此 集合 以 只 = (z... z.) RZ. 

ЖУ = aji + Бах, 为 另 一 线性 型 , 则 定义 

yEy = (а, Нар + + (a, taza. 

定义 1 只 的 一 个 子 集合 路 如 有 次 之 性 质 则 称 为 模 : 若 % › у: EMH y + 
э: ЧЕ ЭЛ Ф. 

ВИ ОЖ. 0, +r, tr, 所 成 之 集合 也 成 一 模 . 仅 有 一 元 素 0 一 
Оз, 十 … + 0z, 所 成 之 模 不 在 讨论 之 列 . 

定义 2 ”如 模 路 中 有 一 组 元 素 %,…，,y ,使 鹃 内 任 一 元 素 皆 可 唯一 地 表 成 为 

by +" НУ 

ZER JEP bi. b, 是 整数 , 则 ‚у KA MR 2 He , W 1 称 为 M 2 bk. 

由 定义 易 知 yy，,…,y, 是 线性 无 关 的 , 即 由 ay 十 … 十 ay 一 0 得 出 w = 
а = 0. 

定理 1 模 必 有 底 , 维 数 < n. 

证 ; 设 喘 之 所 有 元 案 中 ,zm ，…,z.(L 志 nn) 之 系数 全 为 零 . 而 之 系数 有 不 为 
零 者 , 则 易 见 所 有 元 素 之 z 之 系数 成 一 非 零 的 整数 模 , 其 中 有 一 最 小 正 整数 , 命 为 
如, 并 设 对 应 之 线性 型 为 

















ж = br + +в. 
FEM 中 任 一 元 素 y 之 zx, 之 系数 必 为 bi 之 倍数 , 故 可 表 为 
Ук, 
此 处 5 是 一 整数 ,> 是 未 定量 zr 的 线性 型 ,如 此 作出 之 所 有 y Р, zr 
vorn U <1—1› 之 系数 全 为 零 ,而 zr 的 系数 有 不 为 零 者 , 则 同上 法 可 得 一 线性 
型 











y = Бх + Беде» 
其 中 yr 为 诸 线性 型 y 中 rr 之 系数 为 最 小 之 正 整数 者 .使 》 = у куе ,其 中 四 
为 一 整数 ,y Эх, ух. 的 线性 现 , 续 行 此 法 即 得 M 89 —J y, ,yx ，…, 其 所 含 元 
素 之 个 数 < п. 故 得 定理 . 
定理 2 ” 模 之 维 数 与 底 之 选择 无 关 . 
ЧЕ: В sy 及 zi,…vzr 是 模 呐 的 任意 二 底 , 今 往 证 明 1 = U. RRR, Е 
РГ, ЖИ! Г. 由 底 之 定义 , 知 有 整数 av ЖЬ, 使 
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此 处 (os ) Blb) 都 是 LX 7 


AB уоту 是 线性 无 关 的 , 故 必须 (as ) (6, ) = 1. 因 左边 之 行列 式 等 于 零 , 故 得 矛 
м. 

今后 仅 讨论 n Ф. 

йэ», у, п HEBE M 的 底 , 则 有 


> anana) jz 





ЕД anan 


a) 





=. 





ан 


(2) 





ад аата 
与 之 对 应 , HF уу. 是 线性 无 关 的 , 故 A 是 非 奇异 的 . 反之 ,对 一 非 奇 异 方 阵 
A, 由 (1) 可 定 出 一 组 线性 无 关 的 线性 型 % ,…,y。， 从 而 可 定 出 一 以 yi y. 为 底 
的 n 维 模 呐 .如 是 在 n 维 模 与 非 奇 异 的 n 级 方 阵 间 建 立 了 对 应 关系 . 今 问 对 应 于 同 
一 模 之 不 同 的 底 的 方 阵 间 之 关系 如 何 ? 

В а, е, 是 跌 的 男 一 底 , 其 对 应 之 方 阵 为 B = (bs)， 
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=, 


HF уу, Kz rz, 都 是 底 , 故 有 二 方 阵 U = Cu), V = CG) 使 


ө: 


ЗЕ уту, 之 线性 无 关 性 及 


1-4) 


可 知 UV = 1, 即 U KV 是 模 方 阵 . $ 
а » 
| 中 =V|: 
=. >. 
В = УА. (3) 
故 对 应 于 同一 模 之 二 方 阵 是 左 结合 的 . 反之 ,二 非 奇 异 的 左 结合 方 阵 对 应 于 同一 
Ж. 故 若 将 所 有 的 ”级 非 奇异 方 阵 依 左 结合 关系 分 类 , 则 每 一 类 代表 一 模 , 且 不 同 
的 类 所 代表 的 模 也 不 同 . 以 后 凡 说 到 * 模 M 对 应 于 方 阵 A”, 此 A 即 表示 模 M 所 对 
应 的 一 类 方 阵 中 的 一 个 . 
于 是 由 定理 4. 1, 可 知 n $R MR 之 底 yiya 可 取 成 如 下 的 形式 : 


у = апт, 





=й 











=. 




















=, 


故 得 


n = ант Баала, 
z w 








У, = аах + авт» + +аът., 
Jh a, >00 <v < 0, EO < a, <an (и>). Ж 2 А ИМ 
HEK. 
BRI PMN EA N HEE RIFE ЯЛ Pr REFL f ИВС БТА] 
的 方 阵 - 
Ee MANR ZK PRN у-у, 及 z，，,…，,z。， 所 对 应 的 方 阵 分 别 为 A 一 
(ay) Ë B = (b). EMER RWA 
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а » л zı 
а = = 
= «ә. |= ادو(‎ | = ә 
=. У, Zu! =. 
故 得 日 = СА, 
反之 ,车 B= CA , 则 有 
а =, ж» 
ЫЕЕЕ 
z =, >. 
мол tu Я. 


定义 3 若 二 线性 型 <, e ZAER M hE z 与 z 对 mod MFR, 
# = = (mod M) ЖЖ. 

显然 此 同 余 关系 亦 有 反 身 , 对 称 , 传递 等 三 种 性 质 , 故 可 将 所 有 线性 型 依 
mod M 分 类 :属于 同一 类 者 互相 同 余 , 不 同类 者 绝 不 同 余 . 如 是 所 分 成 之 类 的 数目 
名 为 路 之 矩 ,以 NOD 记 之 (其 存在 性 还 未 证 明 ). 显然 ЯЛ 本 身 即 为 其 中 之 一 类 . 

定理 4 МИТУ А, М 

М = [А |. 

证 ;由 于 路 所 对 应 之 方 阵 的 行列 式 的 绝对 值 都 相同 , 故 不 妨 假定 底 已 取 标准 

形式 (4). 任 一 线性 弄 
у= ах + фах, + ат, 
可 减 以 y, = аала 十 … ал, 之 整数 倍 ,使 适合 于 0 < a, < an ;又 可 减 以 Ун 一 
акыл H Hanimin 之 整数 倍 ,使 适合 于 0 < a. < cv。 ,等 等 , 故 任 一 线 
性 型 必 与 一 形 如 
аж Бал. 0<а, За. 1< < m 

之 线性 型 同 余 . 此 种 线性 型 之 数目 为 aiasr…av = | A |, UE | A | 个 线性 型 中 无 二 
者 同 余 , 故 得 定理 . 

由 定理 3 及 定理 4 即 得 

EES # 3299 PR Г БЕЗЕ A,B, ШК mod NH M h > 


KIR RARE = HL. 
由 未 定量 sz, НАС 





ze) 也 可 由 其 他 未 定量 表 出 . 如 命 





+ 386 » 数论 导 引 





此 处 U = (ws) 为 一 模 方 阵 , 则 zi ,…,z 也 表 出 只 , 即 只 一 (r, r) = (rf ee, 
Же 


车模 ЭЛ 及 其 一 底 уу. HREM x1 z. 对 应 于 方 阵 A, 今 问 对 未 定量 


ат. 由 
> л 
| : | = | В | = AU 
д =. 


>, 
即 知 对 未 定量 zx4 ,zs 对 应 之 方 阵 为 AU, 即 右 结合 关系 表示 未 定量 的 变换 , 亦 即 
表示 只 的 换 底 . 又 由 (3) 已 知 左 结合 关系 表示 模 的 换 底 , 故 由 定理 5. 1 可 知 :对 固定 
л ft R 驶 ,可 经 过 模 的 换 底 及 只 的 换 底 ,使 其 对 应 之 方 阵 化 为 对 角 线 方 阵 
Cd аа: disa] (dı >0, >. 
由 定理 7. 2 与 定理 5 LY: 
定理 6 ”从 任 一 ER 路 ,可 以 做 出 一 链 
M = M, C S, сс = Ф, (5) 


=. 











使 
NRAV/NMR) (I< < Dp 
是 素数 . 

ТИНА RM 的 所 有 公共 元 素 成 一 模 ,此 模 称 为 哇 , 5 M AZE, A M, 记 之 . 
RM, KM, 中 所 有 元 素 的 和 、 差 所 成 的 集合 也 是 一 模 , 此 模 称 为 殉 , tš M 的 和 ,以 
M EZ. 则 有 

定理 7 БШ», MM. Me RFH EM, M: Mn Ma, B| M. 为 
М, ‚М, 之 最 小 公 倍 ,M. HM, M: 之 最 大 公约 . 

证 :由 M, 2 M.M, DM. ‚$ 

М. = АМ, Ma = AM:. 
# M, = В.М, = В.М, Я М, „М, 之 任 一 公 倍 , 驶 , J M, 所 对 应 之 模 , 则 
MEM, M, m, 
因而 
MEM., М, = Ma. 
即 M, М, ‚М, 之 最 小 公信 . 同样 可 证 M. 为 Mı ‚М, 之 最 大 公约 . 
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§1. 引 言 


本 章 之 目的 在 于 介绍 Hensel 的 p-adic 数 概念 ,这 一 概念 在 数论 .代数 几何 、 代 
数 函数 等 方面 都 有 广泛 的 应 用 ,已 成 为 近世 代数 中 之 一 重要 概念 . 在 进入 严格 的 定 
义 之 前 , 先 简单 介绍 形式 上 如 何 获得 p-adic 数 的 方法 . 吾 人 回忆 第 二 章 中 同 余 式 
f(z) = 0(modp') O 
之 解法 ,此 处 /(z) 为 一 整 系数 多 项 式 ,p 为 一 素数 . 解 此 同 余 式 时 , 吾 人 系 先 解 同 
余 式 


f(z) = 0(mod р). 8) 
若 (2) 式 有 一 解 oo,0 < a, < p. R. 
f (aa) Æ 0(mod p), 


Nh x = as + py ЕНА 
flas + ру) = O(mod p), 0<у<р, 
即 
fla)/p+f (a)y=0(mod р), 0 < y < p. 
由 此 式 唯一 地 定 出 y, 命 之 为 a1 ,如 是 ， 
r=a+ap La <р. 0<а<р 


HARR 
f(z) = 0(mod p°) 
之 一 解 . 
一 般 言 之 , 若 
x = x = ao taptap + Бар. 0О<а,<р 
是 同 余 式 
f(z) = 0(mod р!) 
之 一 解 , 且 


f (xa) Æ 0(mod p), 
JW т = xo + р” y, ЖИНА 
Уо + р? у) = O(mod р), O< y< p, 
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即 
fr)/p + f (zo)y=0(modp), 0<у< р. 
由 此 唯一 定 出 之 y, 命 之 为 a M 
z=a tapte tanp", 0<а, <р 


ла 式 之 一 解 . 
此 种 手续 可 以 行 之 无 穷 ,形式 上 吾 人 可 得 一 户 之 等 级 数 
а Нар-+ jap +=, Оа, < р. (3) 
此 宕 级 数 称 为 方程 式 
f(z =o 
之 一 padic 解 . 


吾 人 已 知 ,在 用 逐步 接近 法 以 求 方程 式 f(D) = 0 之 实数 解 时 ,车 所 行 之 次 数 
愈 多 , 亦 即 小 数 点 后 所 取 之 位 数 盒 多 , 则 所 得 之 解 就 愈 精确 ;在 此 ,利用 逐次 解 同 余 
式 
f(z) = 0(mod р), 
f(z) = 0(mod p°), 


f(z) = 0(mod р), 
以 求 方程 式 f(z) = 0 之 раде 解 时 , 亦 有 类 似 之 情形 , 即 所 行 之 次 数 愈 多 , 亦 即 取 
1! 愈 大 , 则 最 后 一 同 余 式 之 解 
z= а Барф Баар, 0<а,<р 
愈 接近 于 原 方程 式 之 padic ¥. 
抽象 言 之 , 形 如 (3) 的 p 2 WB СИ 2 — p-adic Ж. 所 当 注意 者 ,如 此 所 得 出 者 
并 非 padic 数 之 全 部 . 一 般 言 之 , 广 adic 数 准许 有 有 限 多 个 户 的 负 宕 , 即 户 adic 数 之 
一 般 形式 为 
арт Ба tapiti Нар’ +, 0<a, <p. w) 
这 和 每 一 实数 可 以 表 为 10 进位 的 无 穷 小 数 
ало" + +a, +a, 101 ++ + a,10" +, 0 < a, <10 
HRM. 
两 六 adic 数 
амр” +++ taph Fapt 0<а <р, 
Быр" + Hb Быр Ыр H=, 06, <p 
жж R 32 B) а Bi 2 REMAR 2 ЖС 
ар + аар + (а „#5 p+ (a, Eb) 
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+ (а £b)p+ ++ (a БО р, 
ЖАВ n > m. HERME IRZ Ж ЖОН X T S F р Ф. ШЛУ Ге E Ai, ИШ 
а, +b, ра, +b.) p = (a, +b, — рр Арт „Е р”! 加 到 后 一 项 中 去 ; 同 
样 若 相 了 减 后 系数 有 小 于 0 者 , 则 应 向 后 借 一 位 ,例如 a. — b, < 0, (а, —5,)р + 
Canı Ва) р" + = Са, — b, +PP + аа 一 bn — Пр"? 十 …. 总 之 ,最 后 使 
得 所 有 之 系数 缘 为 小 于 p 之 非 负 整数 . 
两 六 adic 数 之 积 同 于 通常 等 级 数 之 乘积 ,而 所 得 之 结果 中 亦 应 将 大 于 或 等 于 户 
之 系数 向 后 进位 ,直至 所 有 之 系数 皆 为 小 于 户 之 非 负 整数 为 止 . 
例 1. 方 程 
3z=2 
之 5-adic 解 是 
АЗ 50165063. Hen, 
式 中 除去 第 一 项 外 ,其 他 各 项 之 系数 轮流 为 1,3 二 数 . 
如 欲 证 明 此 点 ,读者 可 依 解 同 余 式 之 方法 进行 . 但 由 下 法 亦 可 知 此 宕 级 数 确 为 
所 予 方程 式 的 5-adic 解 : 
3. (4+1. 543. 57 +1. 5 +3. 5 +=) 
= 1243549. 543. 549.5 +. 
=2+(2+3) 5+9. 5+3. 5+9 e 5t ue 
= 2+105 +35 F9 eS Fee 
= 2H50 F95 + 
2+10.5 + 














例 2. 方程 
z=7 
之 一 3-adic 解 是 
1+1. 3+1. 3° +0. 3 +2. 36-6. 
设 a 为 一 有 理 数 ,方程 + = a 的 p-adic 解 谓 之 a 的 p-adic 表示 法 . 
最 简单 的 方程 式 x = d(d 为 正 整数 ) Z padi HT h FEZ: pid, JE 
商 为 g ,余数 为 心 , 即 
d= dı qup: 0<4 <р. 
FE p BR qo ЖЕЗ qı ,余数 为 心 , 即 
d= da t+dptap, 054,4, < p. 
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如 此 继续 进行 最 后 可 得 d 之 唯一 的 p-adic 表示 法 
4 +4 р+4.р + Бар, о<а,<р. 

此 即 为 以 р 为 底 之 记 数 法 ,如 果 我 们 不 限定 p 是 素数 ,例如 取 p 为 10, 则 此 即 为 普 
通 之 记 数 法 . 

因 之 整数 之 раде 表示 法 与 以 p 为 基数 计算 整数 时 之 表示 法 全 同 . 

习题 1. 求 出 方程 z* = 7 之 另 一 3-adic f. 

习题 2. 求 出 方程 十 z 十 1 = 0 之 7-adic 解 . 

习题 3. 求 出 方程 9x* = 7 之 3-adic Ж. 

《提示 : 先 作 变换 3z = у, ИЖ у = 7 Z 3-adic М yo W| = 3-1 即 
为 原 方程 式 之 3-adic Ж.) 





$2. 赋值 (valuation) 之 定义 


上 节 所 述 乃 形式 上 的 叙述 方法 ,并 没有 讨论 到 睾 级 数 
ар ++ tapiti Бар +, Оа, <р 

之 收敛 问题 ,但 此 等 级 数 在 通常 的 意义 下 是 绝 不 收 剑 的 , 现在 我 们 将 引进 一 新 观 
念 , 借 此 新 观念 之 助 , 使 以 上 之 等级 数 具 有 严格 之 定义 , 且 创造 出 新 的 数 系 . 此 新 观 
念 即 所 谓 赋值 , 它 是 实数 里 绝对 值 观念 的 抽象 化 ,并 与 绝对 值 具 有 相仿 的 性 质 ,其 
定义 如 下 ， 

ЖХ Mab, ЖК. 对 任 一 有 理 数 有 一 定 有 理 数值 的 函数 #, 若 具有 以 
下 诸 性 质 , 则 称 为 一 赋值 : 

Dela) 三 0, 其 中 等 号 当 而 且 只 当 a = 0 时 成 立 ; 

2)4(ab) = (а), 

3) ба +b) < gla) + (b. 

由 以 上 之 定义 可 立 得 下 之 诸 简单 性 质 ; 

由 2) a =ó = 1, 及 1), 可 知 

#0 =1. 
在 2) 中 取 a = b = 一 1, 及 1), 可 知 
#0 = 1. 
再 在 2) ФЬ = 一 1, 可 知 
$= a) = $a). 

又 由 3) ,可知 对 任 一 正 整数 ”, 常 有 

$n) < $C 十 wm 一 1) < $2 +8) +#G—2) << n $G) = n. 
又 由 3) ,可 知 
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$a +b) > pCa) — gC) I pla + b) > $ — фа). 
例 1. 定 义 $(a) = 1,# a 9 0:$(0) = 0. 此 $$ 显然 是 一 赋值 , 吾 人 称 之 为 恒 等 
赋值 ,并 以 go 记 之 ,此 种 赋值 不 在 讨论 之 列 . 
fl 2. 通常 所 用 之 绝对 值 pa) =| a | 显然 是 一 赋值 . 
例 3. й р 表 一 固定 之 素数 , 则 任 一 不 等 于 0 的 有 理 数 a 可 唯一 地 表 为 
а= э” s>0, 
此 处 r,s DER, (r,s) = 1,p 十 rs ,n 是 一 整数 可 为 正 、 负 或 零 . 今 定 义 
$a) =p”, а 0, $0) = 0. 
可 证 此 $ 为 一 赋值 , 吾 人 称 之 为 p'adic 赋值 ,并 记 作 ga) =| a |p. 
证 :性 质 1) 显然 适合 . 
+ 


а= рр, b= pr (sy >0,5 >0), 


此 处 rı ost vrs ,ss 为 整数 ,(m s) = (rass) = 1, p {rs rass W 





即 得 





lab |, = pe =| al, elbi,» 
此 即 性 质 2). 又 并 不 失去 普 记性 , 替 人 可 以 假定 mm < n, 如 是 则 
atoa nt + na" pa, 


эз 
由 于 ptss СА 
latbl, <p" =la l, 
于 是 由 1) 即 得 
Тань | <lal,+lbl,, 
此 即 性 质 3). 
在 此 例 的 证 明 过 程 中 ,我 们 附带 地 证 明了 
latbl, < тахса lps 101,2. 
我 们 还 可 以 证 明 : 若 | a |, 关 151,, 则 
Та+6 1, = тах а |p» 161,2. 
Фар KEME, ЕЖЕ т < "НА 


ns пир", 
$152 ЖЫ 


B ptis + пир" "ЭО р + тузт), ЩИ 


a+b= 


+ 392 + & ë % s 





1а+ь1, =la |, = тах а |,, |6 |,). 





$3. 赋值 之 分 类 


定义 1 МИН; Е; 间 车 有 下 之 关系 :不 等 式 
gla) > gb) Уф (а) < gb) 
同时 成 立 , 即 由 前 者 得 出 后 者 ,由 后 者 亦 得 出 前 者 , 则 称 此 两 赋值 为 等 价 . 
命 ; 二 0,8 为 一 赋值 , 则 y' 亦 适合 1) 及 2), 但 3) 不 一 定 适 合 .但 着 0 二 ;过 1， 
则 3) EAP, fh у = $ (O <s < Dr ЖМИ, НЫЯ Я 5 ¢ 等 价 . 
定理 1 设 $ 是 一 非 恒 等 赋 值 , 则 与 $ 等 价 之 赋值 $g = ¢ (s> 0). 
HE: Hi T $ Z 如, 故 必 有 一 有 理 数 a。 使 
0< gla) <1 
‹# plao) > 1, 则 由 2),g(oi') < 1). 对 任 一 有 理 数 a ; 0, 今 往 讨论 适合 于 
$47) < pla") 
之 所 有 正 整 数 对 (mvm), 亦 即 适合 于 
(glas) < Срба)", 
或 即 


m- logga) 
н > 108 а) к 


之 所 有 正 整 数 对 (m,n)。 
故 


log#(a) 
loggas) 


可 以 看 作 适 合 于 (1) 之 所 有 有 理 数 所 成 之 集合 的 下 限 . 若 # 与 4 等 价 , 则 由 g 所 作 
нелик р O, 仍 为 此 有 再 数 集合 之 下 限 , 因 之 对 任 -有理 数 Z 0, 有 


logga) _ logg'(a) 
logglas) logg Саз)" 


此 即 表示 有 只 与 $ 及 $ 有 关 而 与 a 无 关 之 正 常数 s 存在 ,使 


Ф НЯ. #22 0,520.0<:<1.01 
Gt erty 
此 式 之 证 明 : 不 妨 假 定 < уо 
ary рабба Say < CSO OED 


HARE. 
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logg'(a) _ log# (ao) _ >0 
ToggCa)  logp(a:) É 


即 
pa =ф(а) (520). 
此 式 对 所 有 的 有 理 数 a > 0 都 对 ,定理 得 证 . 
定义 2 若 有 一 正 整数 m(> 1) 使 
$n) >1, 
则 该 赋值 称 为 亚 几 米 得 赋值 . 不 然 , 即 对 所 有 的 正 整 数 mn, 常 有 
#00 < 1, 
则 该 赋值 称 为 非 亚 几 米 得 赋值 . 
例如 绝对 值 pCa) 一 | а | 即 为 一 亚 几 米 得 赋值 , 恒 等 赋 值 加 及 p-adic 赋值 
gla) =| a |, 即 为 非 亚 几米 得 赋值 . 


$ 4. 亚 几米 得 赋值 


тшт 任 一 亚 几 米 得 赋值 必 与 绝对 值 等 价 . 
证 : 设 $ 为 一 亚 几 米 得 赋值 . 命 " Кл 表 二 大 于 1 的 正 整数 ,将 n RH 
n = а Нат а: + == ал, 0<a<n, а, 90. 
则 
$O) < plao) + glai DEn) + ба) + + + gla gm), 
HIF ga) < a, < nG = 0,1,6) rk 
p(n’) < n(1 + p(n) + p(n)" 十 … + p(n)" ) 
< nl + )max(1,6(0. 


СЕ < PE nt 





logn’ n 
#0 <n(l + Togn ах $G эө), 
H n" Rn’ fS 
$ < n (1+4 Togn axl, (лч), 
Шр 
pn) < (r(1 +a PE) ) аат Саде). 


Togn 
fr h — co, 则 得 
Ф017) < тах p(n) е), a) 
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此 式 对 任 一 对 正 整数 n,n С> 1) 篆 真 实 (此 处 用 了 limCoh 十 及 = 1,a > 0), ® 
由 亚 几 米 得 赋值 之 特性 , 知 有 一 正 整数 no > 1, 使 (ль) > 1. 故 得 
1 < тах ‚$ (пуч), 
由 于 此 不 等 式 中 万 一 开口 号 (一 ) , 故 得 


чьи >1, 
即 对 任 一 正 整数 ”二 1, 常 有 
#00 > 1. 
而 (1) 式 变 为 
p(n’) < $Me, 
即 
a < a, 


HF nAn 的 对 称 性 ,可 得 
loggt’) logg(n) ， 


= len 

即 有 一 只 与 上 有 关 而 与 ”无 关 的 正常 数 * 存在 ,使 
logg(n) _ 
> 和 


亦 即 对 所 有 的 正 整数 > 1, 常 有 
Фо) =m, s>0. 
Il $n) < n, СТРАН 
由 于 $ л) = #(n) , 故 对 所 有 的 整数 n(|m |> 1), 常 有 
$ =|л|'. 0<з<1. 
由 2), 知 对 所 有 的 有 理 数 a, 常 有 
$a =|а|', 0<з<1. 
此 即 定理 . 


$ 5. 非 亚 几 米 得 赋值 


在 $2 中 研究 p-adic МАЙ la) = | a |, 时, 吾 人 已 证 明 下 之 不 等 式 : 
la+b|,< тахса |,, 10 1,25 
H# lal, #lbl, M 
| a+b 1, = тах a lp, 161,2. 


Ф lmtp = limena 一 1 (>O. 
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今 往 证 明 对 一 般 的 非 亚 几米 得 赋值 亦 有 此 种 性 质 . 
定理 1 设 $ 为 一 非 亚 几米 得 赋值 , 则 有 不 等 式 
39 $a +b) < max(ga) ,$06)). 
HH gla) Z p) WA 
3") $a +b) = тах(ф (а), $66)). 
反之 ,着 赋值 $ ERRER 3I, M $ 为 非 亚 几米 得 赋值 . 
证 :由 二 项 式 定理 


(a +b)" = a" + 





п 
1 





ЫД 
ab + + ab +b, 
п—1) 


及 由 非 亚 几米 得 赋值 的 特性 ,对 任意 的 正 整 数 常 有 #(n) < 1, 因 之 
$((a +b)") < g(a)" + g(a)" 1 + + glad ФС" 
< (n+ Dmax(g(a)" ,$65)"), 
即 
$a +b) < (n4 1)" + max(g(a) $06)). 
f n — co, 即 得 3 ). 
Ж pla) 天 $(5) ,不 妨 假定 $8(5) < pla). и 3) ER 
Ma+b) < фа). 
车 $Ca 十 b) < $(a), 则 由 3') 可 得 
$a) = pCa +b) — b) < max(g(a +b),#(0)) < фа), 
此 力 一 矛盾 , 故 得 





$a +b) = g(a) = max($(a) $66)). 
反之 , 若 一 赋值 # 适合 3), 则 对 任 一 正 整数 ,有 
$00 = g$1 +1++D S GQ) = 1, 
即 乡 为 一 非 亚 几米 得 版 值 ,定理 得 证 . 
由 上 之 定理 ,可 知 要 证 明 一 函数 # 为 非 亚 几米 得 赋值 只 要 证 明 其 具有 性 质 1) ， 
2) 及 3 ) BOTT. 同时 可 知 对 非 亚 几米 得 赋值 $,8*(s > 0) 仍 为 一 赋值 ,而 不 必 假定 
551. Miti 3) 可 得 
#'(a +b) < max(g'(a),#'(0)) < g'(a) +, 
此 即 3) t. 
对 非 亚 几 米 得 赋值 $, 
wla) =— logg(a). 
此 对 数 以 任 一 大 于 1 之 实数 为 底 . 底 之 选择 并 无 太 大 关系 ,因为 #(s > 0) 仍 为 一 非 
亚 几米 得 赋值 . 
由 $ 之 性 质 可 得 出 w 之 次 诸 性 质 : 
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D ато, wla) 为 实数 ,w(0) = со; 

iDw(ab) = wla) + (b) 

оба +b) > minGu(a) ,w(b)); 

оба +b) = minGu(a) ,w(b)),# wla) + wb). 

车 #$ 非 恒 等 赋 值 , 则 必 有 有 理 数 a, ,使 

0 < аба) < =. 
由 多 之 性 质 ,还 可 知 
w(—a) = wla), w(1) =0, 
及 对 所 有 之 整数 n, 常 有 
w(n) > 0. 

定理 2 两 非 恒 等 的 非 亚 几米 得 赋值 5 $' 等 价 的 充分 且 必 要 条 件 是 :对 任 

一 有 理 数 a(a 去 0), 有 
w (a) = лба) (s>0), 

ЗК и’ (а) =— logg’ (а) ,w(a) =— logp(a). 





任 一 非 恒 等 的 非 亚 儿 米 得 赋值 $ 必 与 p-adic 赋值 | a |, 等 价 . 
证 :对 任 一 整数 n 常 有 ww(n) 2 0. Я ф > 各 , 故 必 有 整数 m( 关 1), 使 
w(m) > 0. 
今 往 证 所 有 适合 上 式 之 整数 所 成 之 集合 成 一 模 : 若 ww(n) > 0,ш(я') > 0, Wii їй) 
即 得 
w(n + п) Z min(w(n) ,wln’)) > 0. 
由 是 由 定理 1.4.3 知 此 模 中 有 一 最 小 的 正 整数 g 存 在 , 凡 该 模 中 之 任 一 数 必 为 g 之 
倍数、 
今 往 证 g 是 一 素数 . 显然 > 1. 其 次 
ЕЕ", к>}, f>. 
不 然 , 则 
w(g) = w(g'g”) = w(g') + wg), 

HF wag) > 0 Жов) > 0,w(g”) 三 0, 故 必 有 ug ) > 0 wg”) > 0. 但 1 一 
g ЗЕ < Z < gE g ZE Ж ЖН. к 是 一 素数 , 命 g = 了 .由 是 ,已 证 明了 
wn) =0, płn, 
шо) >0, рія. 

对 任 一 不 为 0 的 有 理 数 <, 吾 人 可 唯一 地 表 成 为 


а= тр. sü, 
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此 处 r,s 为 整数 ,(r,s) =1,Н ptrs l HER. 由 是 得 
wa) = wh E) һәр) 
= wtr) — w(s) + Вор 
= һр). 
今 
w (a) =— log | a |, = Пор, 
故 得 
wla) = Ри (а). 
logp 


а) = s, h ER 2 即 得 本 定理 . 


$6. 有理数 之 六 扩张 


读者 如 已 有 高 等 分 析 之 知识 ,在 学 习 本 节 及 以 后 各 节 时 ,可 与 Cantor 的 实数 构 
成 理论 参 酌 比较 , 较 易 领 会 . 
命 $ 是 一 赋值 . 今 用 (a,) 代表 有 理 数 贯 , 即 


аз за, "sa, 


а) 





其 中 每 一 项 沸 为 有 理 数 . 

定义 1 数 贯 {a.} 之 适合 以 下 之 条 件 者 调 之 基 贯 ,或 上 AKU :对 任 一 有 理 数 
e> 0, 有 一 正 整数 NCE NCO) 存在 ,使 当 m,n N f, 

$a. =a.) < e. 

例如 :a = а; = + = a, 二 … = ala 有 理 数 ) 即 为 一 基 贯 ,此 基 贯 以 fa) RZ. 

Hila) 是 一 基 贯 , 则 g(a.) < A,A 是 一 与 4 无 关 的 正 整数 . 

МИ 0а.) 506.) 之 和 、 差 及 积 定义 如 下 ， 

{an} {b} = (а, tb}, {an} + (Ы, = {aba}. 


plan +b.) — (a, +b.)) < #Са„ — an) + $66. — b.) 


planba — ab.) = plan Cbn —b.) +b. lan — а„)) < фа). — br) 
+ $Cb,) g(a 一 an)， 
易 知 两 基 贯 之 和 、 差 及 积 仍 为 基 贯 . 
定义 2 ”对 一 数 贯 {a.), 如 有 一 有 理 数 a 适合 下 之 条 件 :对 任 一 有 理 数 e > 0, 
有 正 整数 N(= N(e)) 存在 ,使 当 n > МН, 
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pla, —a) < e 
则 称 数 贯 (a,} АЖ у 极限 a. 并 记 之 为 
¢ lima, = а. 

显然 ,fa} Из ща. HA glana) < plan — a) + (а, — в) BJ RIH $ 
极限 之 芮 是 基 贯 . E MEER AREN- ENEA ¢ KR. 

如 {a,) 10.) 之 疡 极限 分 别 是 a 及 65, 则 此 二 贯 之 和 、 差 及 积 也 有 极限 ,而 
且 分 别 是 a 十 5b,a — b Ë ab. 

又 车 





则 
limg(a,) = g(a). 


хз AAOH В ПИТИ. 所 有 零 贯 所 成 之 集合 以 15) 表示 之 
mm ва) =al Mla = LaF. 


例 2. 如 #(a) =| a lp Wla, = р") E— FR. 

极 易 证 明 : 二 零 贯 之 和 仍 为 一 零 贯 , 一 零 贯 与 一 基 贯 之 积 是 一 零 黄 . 

上 面 已 经 定义 了 两 贯 之 和 、 差 及 积 . 今 再 定义 两 贯 的 商 :如 {5b。) E FPR MIO.) 
Kla) 之 商定 义 为 

(а,Ь). 

注意 :{6,) МЕЖ ИНЬ.) 中 可 能 有 为 0 之 项 ,此 时 我 们 弃 去 这 些 等 于 0 fJ b., XF 
问题 的 讨论 并 无 影响 . 

如 fa,} 是 一 基 贯 ,但 非 鹤 侦 , 则 必 有 一 正 有 理 数 < 及 一 正 整数 N 存在 ,使 当 " > 
N 时 ,有 

pa) >с>о. 

АЕ ЖЗИ (а,) (0. {6.1 EPID ZB (ab) 仍 为 一 基 贯 . 

因为 

planba — а,Ь; = pilan (b, — ba) +b. lan — an) (bab. 1} 
< (plangh, — bu) + $b ) Glan фа. 
对 任 一 有 理 数 s > 0, 有 正 整 数 N. FEE fk f n,m > N. В}, 
gb 一 如) <e, фа. —а,) <e 
又 知 有 一 正 有 理 数 c 及 一 正 整数 A 存在 ,使 当 n,m > N: 时 
Ф.) >с, Ф) >c, pan) <A, $G.) <А. 
故 得 
planba’ —a,b,') < 2Ас e, п,т> М, № = тах(Аһ,М). 
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此 即 表明 {a,ba'} 是 一 基 贯 . 

定义 4 若 二 基 叶 fa.} ,fb.} 之 差 (a, 一 b.} 是 一 零 贯 , 则 称 此 两 贯 为 同 余 ,并 以 

{а.} = {5,} под 107) 

RZ. 

此 同 余 关 系 显然 有 下 之 三 性 质 : 

(i){a,} = (а,) тоа TOD; 

GD #{a,} = (6.} (mod TOF) , 则 16.) = {а.} (mod TOD: 

(iii) а.) = (6,) (mod TOT), {b,} = {с.} (mod TOF) , WJ 

{a,} = {с,) (mod 107). 

故 利用 同 余 关系 ,可 将 所 有 的 基 贯 分 类 ,属于 同一 类 之 基 贯 篆 同 余 ,不 同类 之 两 基 
贯 绝 不 同 除 . 于 每 一 类 中 任 择 一 基 呐 {a,) 为 代表 而 以 Ta ЖЕЖ. 

今 往 定义 类 之 间 的 加 . 减 .乘除 :于 两 类 Ta 及 15,7 PERRE a) Kb. 
定义 








Ta) + 10.7 = Та, £0.7, 
Ta.) ТЬ,} = Та}, 
ЩТ 不 是 T07 时 ,定义 
Ta.) ° 0.7” = Тафт. 
如 上 所 定义 的 类 之 间 的 加 、 减 ,乘除 Tav ED}, Taba), {а,Ь} 仅 与 类 Ta 及 TZ 
有 关 而 与 代表 之 选择 无 关 , 盖 由 
(а,) = (al) (mod Т0) Bib} = (64) (mod TOP) 





可 得 出 

ба, tb.) = (ast Б.) (а, = (а) а.) = (а) (mod TOF) 
вв. 

ТКИ K tt fr НН $ 扩张 ,每 一 类 称 为 此 + 扩张 中 之 一 数 . 如 
№ ga) = |a |. $. 扩张 即 为 实数 系统 .而 当 ба) = | a |, 时 ,此 少 扩张 名 为 
p-adic 数 系统 . EH, p-adic 数 已 有 一 严格 之 定义 ,以 后 还 将 进一步 求 出 p-adic 数 的 
具体 表示 法 . 

所 有 类 中 包含 类 Ta} (а 有理数) КЕНИИ $ 收敛 于 同一 有 理 数 a， 
即 以 a 为 #7 极限 , 吾 人 运 以 {aj = a 记 之 .所 有 如 此 之 类 与 有 理 数 全 体 成 一 一 对 应 ， 
由 于 基 贯 不 一 定 p 收敛 于 有 理 数 , 故 可 知 有 理 数 之 ¢ 扩张 为 较 有 理 数 系统 更 大 的 
系统 . 

一 般 , 吾 人 定义 Tas) 即 为 此 类 中 每 一 基 贯 所 # ЖИ, E 
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此 处 应 加 以 说 明 者 , 即 当 {a.},{a} ЖМЖ, lima, = ф lima. 
以 上 所 讨论 之 赋值 只 在 有 理 数 域 上 定义 ,现在 我 们 把 它 的 定义 域 扩大 到 有 理 
数 的 上 扩张 . 
定义 5 зар = limg(a.). 
在 此 定义 中 必须 说 明 一 点 , 即 $ (TaD HELS lan) 的 选择 无 关 . 即 若 
(а,) = {a} (mod 0D, 





MJ 
limg(a.) = тфа). 
此 式 之 证 明 极 易 (利用 pla) — pla) < pa, =a). 
为 简便 计 ,以 后 用 希腊 字母 =,p,y,… RKR. 易 证 $(a) 亦 具 有 下 之 三 性 质 ; 
Dga) 20,460) =0 H Ча 7107, 
DIEP) = 52+, 
Dga +) < pla) +. 
习题 1 证明 由 等 价 之 两 赋值 所 得 出 的 有 理 数 扩张 是 想 同 的 . 
习题 2, 证明 在 非 亚 几米 得 赋值 之 情况 下 :; lan) 收敛 之 必要 且 充 分 条 件 为 


тд ба, = a,) = 0. 


87. 扩张 之 完整 性 


在 上 节 中 我 们 从 有 理 数 的 基 贯 出 发 ,得 到 比 有 理 数 系统 更 大 的 有 理 数 之 少 扩 
张 ,同时 我 们 已 将 $ 之 定义 域 从 有 理 数 系统 扩充 到 有 理 数 之 #7 扩张 , 即 已 经 定义 了 
$(a). 今 之 问题 在 于 :如果 在 有 理 数 之 # 扩张 上 青 运用 上 节 之 方法 实行 $7 扩张 (此 
两 上 一 致 ), 是 否 能 得 出 较 有 理 数 之 少 扩张 更 大 的 系统 . 如 属 不 能 , 则 此 系统 谓 之 完 
整 系统 . 为 讨论 此 问题 ,仿照 前 节 , 先 定义 以 类 为 项 的 基 贯 ,# 极限 . 零 贯 等 等 , 用 
dai) 表 由 类 所 成 之 贷 , 即 
aaa а? 
其 中 每 一 项 皆 为 一 类 . 
定义 1 Ria) 之 适合 于 以 下 之 条 件 者 谓 之 基 贯 ,或 少 KA НЕ e 
> 0, 必 有 一 正 整 数 L( 二 L(e)) FEMM k> Let, 
$a — aa) < e. 
тй? 对 贯 {ta}, 如 有 一 类 = 适合 下 之 条 件 :对 任 一 实数 > 0, 有 正 整数 
= L(e)) 存在 ,使 当 ! 二 工时 ， 
$a — a) < e, 
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则 称 贯 (a,} АЖ $ 极限 e, 并 记 之 为 
f lima; = a. 
由 此 易 知 , 若 
+ lima, =a 
则 
limg(a) = $a). 
把 每 一 有 理 数 贯 {a.} 中 之 有 理 数 a, BM a, 】, 则 在 此 新 定义 之 下 ,每 一 
ЖЖ p 收敛 贯 皆 有 有 理 数 之 ¢ 扩张 中 的 一 数 为 其 p- 极限 . 
定义 3” АШТ = 0 为 极限 之 贯 称 为 零 贯 ,所 有 零 贯 所 成 之 集合 以 151 82. 
两 催 之 加 \ 减 , 乘 、 除 的 定义 也 可 仿 上 节 说 出 . 
定义 4 BWER) R A) ZH lap) 为 一 零 贯 , 则 称 此 两 贯 同 余 . 并 以 
{ш} = {B} (mod (07) 





жж. 
ЖЖ ОГГЕ Ж. W F E — Ж > 38 9 W lk. Ж] Ж 2 Ж 
MARAR. 于 每 一 类 中 任 择 一 基 黄 {a} 为 代表 而 以 faj 表 该 类 . 
和 上 节 一 样 ,可 以 定义 类 之 问 的 加 、 减 ,乘除 . 
所 有 类 所 成 之 系统 , 称 之 为 有 理 数 之 六 扩张 之 扩张 (此 两 $ 一 致 ). 所 有 的 类 
中 包含 类 faj ,此 类 中 之 任 一 基 贯 篆 以 a 为 #- RRL, EAGLA Ta) = a 记 之 . 所 有 这 种 
类 与 有 理 数 之 疡 扩张 成 一 一 对 应 . 今 之 问题 即 问 此 新 扩张 是 否 得 出 更 大 之 系统 ? 答 
案 是 否定 的 ,此 即 下 之 定理 . 
定理 1 ”由 有 理 数 经 赋值 p 扩张 而 得 出 的 系统 是 完整 的 , 即 任 一 у О (а) 
MH 极限 
证 :假定 (a) 是 一 $ KRUSE. f a, 是 # САКИ (ао) О gj 极限 , 即 
ar = ф таб. 
故 存在 mm = ne (D, f n >> n CD 时 ， 
$a — а) <+. 





今 往 证 明 有 理 数 贯 
{аф} a) 
Ж $ KADE, JE у ВЕЕ (а) 2 极限 . 
由 


Фаш — afin) < plao — a) + gla — ar) + glan — ar) 
1 1 
«+ а) +T 
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Bia) R $ 收敛 贯 ,可 知 (1) FE $ KR. 命 


f liman = a+ 





由 
ge 一 ol) < pla а) + glar — an): 
可 知 


Ката 


$8. p-adic 数 之 表示 法 


在 本 节 中 命 wa) =| a |, ,研究 padic 数 的 表示 法 . 
1) 先 研究 有 理 数 


а ت‎ 
Ê, а) =1. pro 


之 padie 表示 法 . 为 此 ,研究 同 余 式 
br =almod p), 0< r< p 
之 解 , MIRA z. HEAR 


由 是 





在 $1 中 吾 人 已 定义 出 
xı = ao taph талар. 0<а, < p. 
由 于 
pz 21) = pap +++ Багар) < рф ба) +++ р” glari) 
31 
EP сг >1> Lo. 
E 
PRL} 是 $ ARES. 即 以 其 在 疡 扩张 中 之 极限 
а Барі Баар t+, 0<а,<р 


ЖЖ, СРБ) 之 padie 表示 法 





рро 
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2) 其 次 ,可 得 有 理 数 
fra) = 1,p" 上 5 (m 为 之 0 之 整数 ) 





的 раде 表示 法 为 

"(а tapte Бар +), 0О<а,<р, т>0. O 
FAUD 即 为 有 理 数 表 为 p adic 数 之 一 般 形 式 . 

如 果 在 等 级 数 (1) 中 ,有 

ан, = аны = asan = се = аны = (1,2, 0), 

ҖАЕ! 和 + 为 固定 的 整数 ,t > 1, 则 称 此 等 级 数 是 循环 的 . 此 时 可 改写 如 下 ， 
р" Сао + арі + ар!) + р (аы Hanip + аыр 
HPH am Hamp +H Жанр ++ 





或 简 书 为 
РАВ р" B+ p B+ +), 
其 中 
А=а+ар++°+ар!, В = am Нар + Hamp". 
定理 1 Я раде RRA РИН, 5 2 p ПИК 
是 有 理 数 . 

















证 ;1) 如 果 
ар А рева В+ речева), 
此 处 
A=a+ap+tu ap, В = am Hamp Hanip, 
则 
ap" АРВ реВ рева 
= p BU +p + р" + ===). 
因为 
Тир" + Ее, 
E: өн 
Er 1р pen <. (kk), 
所 以 
9 +... = 
Три + Ey 
故 得 


арт А = рев. لے‎ 
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即 





a= p™A + pB + ， 
2 р > 


HK a 为 一 有 理 数 . 
2) 先 讨论 有 理 数 





а . lal<l, (rs ‚ 3>0, r<0, рф». (2) 





5 
Ж p Спой s) 为 1, 即 + 是 适合 下 式 的 最 小 正 整数 
P'=1 (mod з). 


命 


则 





由 于 | a |< 1, 故 mr 可 表 为 
mr 一 名 十 加 户 十 … 二 bp， Ob < p. 
于 是 





а= Ыра +b ap +P + р" ++) 
= (ba рр + рО Ыра Бр) +=. 
此 表明 a 可 表 为 p 0658003648 8. 
其 次 ,对 任意 的 正 有 理 数 a, 设 a = a/b, (a,b) = 1,p" || b, a TIAR 


рта = ар = Нар +E, 0<a<p, 


其 中 二 或 为 0 或 合 于 (2) 中 各 条 件 . 故 亦 可 表 为 p ВЯ. 


车 一 a 为 一 负 有 理 数 , 则 先 求 出 a 之 表示 法 ,再 求 
0=p+(p— Dpt(p— Dp ++ 
与 a 之 差 , 即 得 一 a 之 表示 法 ,而 且 所 得 之 p ИЖ. 
有 理 数 的 表示 方法 已 得 出 , 今 再 述 一 般 之 情况 . REMF p HERR 
p-adic Ж. 
a= p™(as +a papi +), 0а, <р, т>0. ‹з› 
命 
xı = p~ la +ар+ ар ++ агар). 
由 于 {z,} Ж} 收敛 的 , 故 其 在 有 理 数 у 扩张 中 之 极限 
a = p "(a taptap t+), 0Ka, <p; т>0 
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表 一 pradic 数 . 
已 知 形 如 (3) Z p HERNE p-adic 数 , 今 问 任 一 раде 数 如 何 表 法 ?由 上 节 
我 们 已 经 知道 任 一 p-adic 数 即 为 一 疡 KAN) 在 有 理 数 之 少 扩张 中 的 极限 ,但 
任 一 有 理 数 a 可 表 为 
а= p™ Са +af® p+), 0 <a < p. 
若 能 证 明 {a,}》 在 有 理 数 g 扩张 中 之 极限 也 可 以 这 样 表 出 , 则 问题 解决 . 
对 任 一 正 整数 +, 存在 一 正 整 数 二 (一 LG) ,使 当 上 ,2 过 工时 ,有 
| 1 
la—al,< > 
RRM L> L Bta saia varar 表 成 户 之 宕 级 数 时 前 面 : 十 项 (4 非 负 的 整数 ) 
必须 相同 ,由 于 上 可 以 任意 大 , 令 上 一 ос, ШИНЕ. 
总 之 ,我 们 已 证 明了 一 切 形 如 (3) 的 请 的 等 级 数 ( 有 限 或 无 限 ) 之 全 体 即 为 
раде 数 之 全 体 . 


S9. 用 


关于 pradic 数 之 观念 虽 在 本 章 中 方才 出 现 , 但 在 已 往 本 书 中 已 屡次 出 现 , 如 本 
章 开始 所 述 之 结果 即 其 一 例 . 此 例 可 推广 为 有 名 之 Hensel 91. 
定理 1(Hensel) ¥ f(D 是 一 有 整 系数 之 多 项 式 , 且 
f(z) = go(z)he(z) (mod p), 
此 处 gs(z) № he (2) HERZ LR MYE раде 数 范围 之 内 有 二 多 项 式 (г) 
= gol(z),h(z) = h (z) (mod р) 使 
f(z) = воры». 
证 : 命 gl(z) ,hi(zx) 为 二 多 项 式 适合 
gı(z) = go(z)， hı(z) = А.а) (mod р) 
及 
f(z) = glah) (mod p), 
В g, ЧА, ER (mod p). № 
аб) = gila) + p'le) 
及 
hin (z) = hila) + рб), 
则 有 
йн а (z) = вы) + p'ha) 
+ фк): (х) (mod р"). 
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® 
Ele OLNE ra = (z) (mod p), 


由 于 及 (Zz) Ë в. (г) 为 互 素 (mod p) , 故 有 二 多 项 式 pl) R pr) 使 
tla) = gladhi l) + $ф(х)д!(х) (mod p). 
故 得 

Jr) — ga (аһа (z) = f(D — gi (zh la) — СОВЫ Со) + убт), (z0) 
PUCE) — зе (z) — (xD gı (0) 

=0 (тойр"!). 

HO FEUD 之 次 数 不 超 过 gi(z)hi(zx) 之 次 数 , 故 可 假定 $(z) 之 次 数 三 gi(z) 之 
次 数 ,及 убт) 之 次 数 < А, (т) ZKU. gilr) j h. (z) ZRH DY $ ЖОЖ. КЕТ 
gC) 与 h(x), 故 得 定理 . 

附 记 :请 参考 引 7. 10. 1, 可 以 padic 数 之 观念 说 明之 . 
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SLR Ж 数 


定义 1 若 9 为 一 系数 为 有 理 数 的 代数 方程 
Уб) = ал" Жалт + =0 O 
М, э PF u Um m. 
例如 全 体 有 理 数 ,以 及 V2,i = v 一 工 等 等 都 是 代数 数 . 
着 对 (1) 施行 通 分 法 ,得 有 有 理 整 系数 ?的 代数 方程 . 因此 代数 数 也 可 定义 为 
“有 有 理 整 系数 的 代数 方程 的 根 ”… 
若 (1) 式 为 不 可 化 , 且 a, > 0, # n = 2° f 为 9 的 次 数 , 易 见 有 理 数 的 次 数 为 
1 的 次 数 为 2. 
жа 式 为 不 可 化 ,并 以 
ГНА (2 
表示 f(z) = 0 所 有 的 根 , 则 由 定理 4. 2. 2 可 知 9 Z 92 G Ю,НЖЖ- 9° 38 
合 一 有 理 系数 方程 g(x) = 0, 则 其 他 ”一 1 个 根 亦 必 适 合 此 方程 . 由 是 可 知 一 代数 
数 的 次 数 是 唯一 确定 的 . 
定理 1 ”二 代数 数 之 和 、 差 . 积 \ 商 (除数 非 0) 仍 为 代数 数 . 
证 : 仅 举 和 为 例证 之 ,其 他 之 证 法 与 之 相 类 似 ,读者 自 证 之 . 
设 代数 数 a 及 月 各 适合 于 
fO) =0, g(z) = 0, 
fC), g(x) 均 为 有 有 理 系数 的 多 项 式 , 且 zy = m, g= п. 
а m... В Z... دی‎ 


表示 f(z) = 0,g(z) = 0 的 根 的 全 体 , 则 “十 B 为 


ко = a-e + =o 
的 根 ,但 A(z) 的 系数 为 a” 及 J” 的 对 称 多 项 式 , 故 由 对 称 多 项 式 的 定理 ,可知 
hz) 也 为 有 有 理 系数 的 多 项 式 . 定理 得 证 . 





中 在 本 新 中 ,为 了 与 "代数 整数 "区别 起 见 . 特 称 普通 的 整数 为 有 理 整数 
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定义 2 ” 若 ? 为 一 首 项 系数 为 1, 其 他 系数 为 有 理 整 系数 的 不 可 化 代数 方程 的 
根 , 则 9 称 为 代数 整数 . 


BLEEK. BT, i LEÊ ERKEK. 又 易 证 : 


定理 2 ”代数 整数 之 为 有 理 数 者 必 为 有 理 整 数 . 
定理 3 ”二 代数 整数 之 和 、 养 、. 积 还 是 代数 整数 . 
证 明 一 如 定理 1. 
定理 4 Но КИНО АС, о 为 代数 整数 . 
证 ;车 5 适合 于 
aD Һас + Баз =0, а,>0, 
其 中 诸 a 都 是 有 理 整数 . 则 因 
(es8) "十 ao las) 十 … 十 aaa = 0, 
HK and 为 代数 整数 . 
定义 3 FORGOT 都 是 代数 整数 , 则 O 称 为 单位 数 . 
例如 i,3 — 2/2 都 是 单位 数 . 
定理 5 5 为 单位 数 的 充分 必要 条 件 为 9 必须 适合 一 个 首 项 系数 为 1, 而 末 项 系 
数 为 士 1 的 有 理 整 系数 方程 . 





证 , 因 若 3 适合 于 
asr" аал + Ба =0, 
则 9 ”适合 于 
art 十 … 十 aiz 十 au = 0, 
故 得 定理 ， 


习题 1, 试 证 系数 为 代数 数 的 代数 方程 的 根 还 是 代数 数 . 

习题 2. 试 证 首 项 系数 为 1, 且 有 代数 整数 为 系数 的 代数 方程 的 根 还 是 代数 整 
数 . 

习题 3. 试 证 以 代数 整数 为 系数 , 且 首 项 未 项 系数 皆 为 单位 数 的 方程 之 根 还 是 
HEM. 


8$2. 代 数 数 域 


定义 1 设 下 为 一 由 复数 所 成 的 集合 , 若 下 中 至 少 含有 二 个 不 同 的 数 ,并 且 对 
于 正中 的 任意 二 数 ,他 们 的 和 、 差 . 积 \ 商 (除数 非 0) 也 在 下 中 时 , 则 称 下 为 一 数 域 ， 
或 简称 为 域 . 

例 1. 全 体 有 理 数 构成 一 域 .今后 常 以 R 记 之 . 
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显然 , 任 一 域 中 必 包 有 量 = 1 及 9 一 9 = 0, 所 以 亦 包 有 1 二 1 一 2,1 十 2 一 3， 


1 十 (n 一 1) 一 及 0 一 ?一 一 %, 即 包 有 所 有 的 有 理 整数 ,因此 亦 包含 所 有 的 有 理 
Ж. 故 任 一 数 域 必 包 有 有 理 数 域 R. 

$ 2. 全 体 实数 成 一 域 . 

例 3. 全 体 复数 成 一 域 . 

例 4. 由 定理 1.1, 全 体 代数 数 也 构成 一 域 . 

例 5. 易 证 所 有 形 如 a 十 所 (a,6 为 有 理 数 ) 的 复数 也 成 一 域 . 

定理 1 命 9 是 一 ”次 代数 数 , 则 所 有 形 如 

в Нада: ++ +a, д (a, 为 有 理 数 ) а› 

之 数 成 一 域 ,上 且 (1) 式 所 表 之 数 各 不 相同 . 

证 : 若 

atata + На. д"! =b +h + ba ++ +b. 9”, 

而 a, 并 不 全 等 于 和 , 则 9 适合 于 一 个 次 数 不 高 于 一 1 的 代数 方程 ,这 与 5 为 n 次 
代数 数 的 假定 相 矛 盾 , 故 由 (1) 式 所 表示 之 数 各 不 相同 . 

再 证 所 有 形 如 (1) 式 之 数 成 一 域 . f fC) = 0 为 9 所 适合 的 不 可 化 方程 ,又 命 

а = а(д) = a Hap H Fag, 
B= Кд) = ba +b0+ Fh. 
Ш аа) 之 形式 . 又 由 定理 4.1.1 知 有 g(x) 及 r(z) 使 
a(rz)b(z) = q(z)f(z)+r(z), Pr<af=n, 
q(z) Ë r(z) 均 为 有 理 系数 多 项 式 . 以 上 一口 代 人 ,得 
ав = a(0)b(9) = 09) 
仍 为 (1) 之 形式 .最 后 若 B 不 等 于 0, 则 6(z) 与 f(z) 互 素 , 故 有 有 理 系数 多 项 式 
бх) 及 4(z) ,其 中 s(x) 之 次 数 低 于 ,使 
DBC ак) Сю) = 1. 


以 z= SRA = HTT = z 亦 为 (1) 之 形式 .定理 得 证 . 


定义 2 定理 1 中 所 得 之 域 谓 之 在 有 理 数 域 R 上 漂 加 3 所 得 之 单 扩张 ,以 RC2) 
ж. 

例 5 所 述 之 域 即 为 R. 

定理 2 车 9 去 0, 则 RC9) 即 为 由 代数 数 9 经 加 \ 减 , 乘 、 除 (除数 非 0) 所 演出 
之 数 之 最 大 集合 . 

其 证 甚 易 , 读 者 自 证 之 . 

定义 3 由 有 限 个 代数 数 加 ,… 9, 经 加 、 减 、 乘 、 除 (除数 非 0) 所 演出 之 域 , 谓 
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之 R 上 之 有 限 扩张 ,以 RO, ,… ,5,) RZ. 
定理 3 ”任何 有 限 扩张 必 为 单 扩张 , 即 对 于 任何 有 限 扩张 RC9,,…,9.) ,可 以 
找到 代数 数 9, 使 





КОд, 2) = ВО). 
证 : 仅 就 1 — 2 的 情形 证 明之 . 由 归纳 法 , 极 易 推 得 一 般 的 情形 . 
жо Ë д: 所 适合 的 不 可 化 方程 各 为 
f(z) = z" Жаал" + Has = 0, 
gU = z Ьа +o +b = 0, 
其 中 诸 a 及 诸 6 均 为 有 理 数 . 又 命 此 二 式 之 根 各 为 
9 = 97,900 9. = o" 5 
СЕИД] 


РО 
— 





o. 








U < st <S msl Luvs n) 





9 
的 有 理 数 , 则 mn ROP + (1<j Ст, SE п) 各 不 相同 . 
命 


O = M, +, 
今 将 证 明 RO) = RCO, ,%) ,只 须 证 明 9, ‚д: 均 在 RCO) 中 , 便 已 足够 . 
® 
Fæ = HH- Qo +a, 


مو 
H(z) = F>) 2) Ея.‏ 


由 对 称 多 项 式 的 定理 ,可 知 F(z) 及 НО) 均 为 有 有 理 系 数 的 多 项 式 .以 x = o f 
Л. РС) = 0 的 根 各 不 相同 , 故 得 
но) = Е' (д), F'O) #0, 


此 处 F'(9) 表示 FC) 在 zx 二 9 处 的 导数 .于 是 后 = HD ЖЕ RCO) 中 , 随 之 2 = 


9 — hd: ШЛЕ КО) 中 , 故 得 定理 . 
由 此 定理 ,今后 只 须 讨论 单 扩张 . 称 КОЗ) 为 代数 数 域 ,3 的 次 数 为 R(5) 的 次 
ж. 
例 5 中 之 域 RGi 为 二 次 域 .有 理 数 域 R 为 仅 有 的 一 次 域 . 
定理 4 ”车 命 口 经 过 所 有 的 不 等 于 1 的 无 平方 因子 的 整数 , 则 RCD) 经 过 所 
有 的 二 次 域 . 
证 : 命 R(9) 为 任 一 二 次 域 ,而 命 9 所 适合 的 不 可 化 方程 为 
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ах +hr +с= 0, 
其 中 a,b,c 为 有 理 整 数 . 又 命 
严 一 4ac = ФО, 
则 因 
s= چە‎ p. 
所 以 RCS) = КСМ). 于 是 定理 得 证 . 


з. ж Ж 


在 本 节 中 以 ROO) 表示 一 n 次 代数 数 域 . 记 3 = 3”, 并 命 9”，… 
适合 的 不 可 化 方程 的 其 他 п — 1 4-8. 
由 上 节 定 理 1,R(9) 中 任 一 数 a 必 可 表 成 
а = а(д) = а ад + == +a, 
的 形式 ,其 中 а, 为 有 理 数 . 
定义 1 Фа’ =a ka" = alh) k = 2,3,--,n) H a MIRE X FF 
Sla) = a += ае = a( 9) + Бабо"), 
Nla) = ааб = alg a(g), 


9” 表示 9 所 









为 “的 迹 与 矩 , 
易 见 
Se 十 月 = 56а) +S), 
Моё) = N(a) М. 
由 对 称 多 项 式 的 定理 ,可 知 5(а) 及 N(a) 均 为 有 理 数 , 特 别 如 a 为 有 理 数 , 则 S(a) 
= ma, N(a) = а". Ха ЯК, В a 亦 为 代数 整数 , 故 S(a) 及 N Ca) 均 为 代 
数 整 数 ,但 已 知 其 为 有 理 数 , 故 雹 为 有 理 整 数 . 
若 为 单位 数 , 则 由 NaN a) = N(az ) = МО) = 1 RK Nla), N(a `!) Hy 
为 有 理 整数 可 知 Na) =+ 1. 反之 , 若 a 为 一 代数 整数 ,N(a) =+ 1. 则 得 ' = 
Жа at” 亦 为 代数 整数 , 故 = 为 单位 数 . 故 得 :代数 整数 = 为 单位 数 的 充 要 条 件 是 
Na) =+1. 
定理 1 Ио МЕС) 中 之 一 数 , 命 a 所 适合 的 不 可 化 方程 为 
hz) =0, Ph=l 
又 命 


ro = Цаа, 
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ас) 为 一 有 有 理 系数 的 多 项 式 , 且 
glz) = c(h(z))"', 





ЖИ mc 为 一 有 理 数 . 
证 :由 对 称 多 项 式 的 定理 ,立刻 得 到 g(z) 为 有 有 理 系数 的 多 项 式 . 
Фа = a(9), 则 因 
hla) = h(a(9)) = 0, 
所 以 
h(a") = h(a(0'?)) = 0. 
亦 即 g(z) = 0 的 每 一 个 根 ,同时 又 为 h(x) = 0 的 根 . ВАС) 为 不 可 化 多 项 式 , 今 
hlæ) = 0 与 g(x) 二 0 有 公 根 , 故 必 h(x) | gC). 
g(z) = ВС) д (=). 
车 в (2) 为 一 常数 , 则 定理 已 得 证 ;否则 因 д, (z) = 0 的 根 稍为 h(x) = 0 的 根 ,又 
有 h(z) | gy(z). 命 
(а) = hlag: (z). 
续 行 此 法 , 因 g(x) 之 次 数 有 限 , 故 最 后 可 得 
g(z) = сад), 
定理 得 证 
由 定理 可 知 ,车 a 是 4 次 代数 数 , 则 在 a”,… ,a 中, 出现/ 个 不 同 的 数 , 且 每 数 
НЭ n/i K. 
定义 2 KERO 中 能 找到 一 组 数 ai ,--: 
唯一 地 表 为 





а. ,使 RC(9) 中 的 任何 一 数 , 都 可 以 





аа + ала 
的 形式 ,其 中 а,(1 < j < m) HARU азза, HRO) 之 基底 
Ма," а. 中 之 任 一 不 能 家 为 其 他 mm 一 1 个 的 系数 为 有 理 数 的 线性 组 合 . 
由 定理 2. 1 可 知 L, 即 为 R(9) 之 一 组 基底 ,所 以 基底 是 存在 的 . 
定理 2 КО) 之 任 一 基底 中 所 含 元 素 之 个 数 相同 , 且 都 等 于 n. 
证 :读者 可 仿 定理 14. 9. 2 补 出 
ата, Ж, B. HRO) 之 两 组 基底 , 则 由 定义 , 易 知 有 有 理 数 as(1 反 
jk < n) 使 








ав, 1<j <0, 
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定义 3 Barra ЖКО) PEEK n TR. FK 


Абаза.) = 








为 a ，… за, 的 判别 式 . 

定理 3 ”判别 式 有 下 列 诸 性 质 : 

DAla зза.) 为 有 理 数 ,特别 车 a ，… va, 为 代数 整数 , 则 Аа, ,…,av ) 为 有 理 
整数 . 


Dara АВ, 





„В. HRO) 的 两 组 基底 ,a; = Ува <)», 
Абаза) = | аа | АСВ," В. а› 
换言之 ,对 RO 之 所 有 基底 ,其 判别 式 之 符号 相同 . 
3) Жатта, HRO) 之 一 组 基底 , 则 Або, 
证 :1) 由 对 称 多 项 式 之 定理 立 得 所 云 . 
2) 易 知 








sa.) НЫ FK. 


aP = Ya 8 (<; <m, 





“> а» | 





а 


Абаза) = 








=| aa A(R R). 














3) 因为 
A = ( TI о” —у*))' o, 
ics 
故 由 2) 可 知 对 RCD) 之 任何 一 组 基底 а, 
KZ ¥ Абаз оза.) 0,0 





а, 有 Абаз зт" за.) 9 0. 








则 
Абаза) =| b, (АА 9,709, 
所 以 | ba |> 0, 故 能 由 a 表 出 1,9,… g UD ау утес а, 成 一 基底 . 
定理 4 MEI, 中 有 个 实数 ,r: HALK 十 27 = n) , 则 对 





RO) 之 任 一 基底 wm “sa. ЖЖ 


С D% Alassa.) > 0. 





>$ 数论 导 引 





证 :由 定理 3, 今 只 须 考察 m = l,a = 9,…,a, = 9”! 之 情况 .已 知 
каде) = ( TI (9 — e). 
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当 99 + J NORRI ZH ARO REH 
P — ( ) — 99)) > 0, 








而 
д” DP <o, 
故 得 
《一 DA ) > 0. 
аж Ж 
在 本 章 今后 各 节 中 , 若 无 特 别 声明 , 常 以 整数 代表 代数 整数 . 
定义 1 ios" 为 R(9) 中 的 mm 个 整数 ,车 R(9) 中 之 任 一 整数 都 能 唯一 
地 表 为 如 下 的 形式 


аш + = Наши, 
其 中 aiee ran 是 有 理 整数 , 则 称 o. sun СЭ) 之 一 组 整 底 . 

ERI 整 底 是 存在 的 ,更 具体 言 之 ,基底 

ы; 

Ро < j < п) W W.R | Aa 

HE: q 为 使 49 为 整数 之 自然 数 , 则 

1, СЭ)? Са" 

全 为 整数 , 且 组 成 ROO) 之 基底 , 故 有 a，,… за. 全 为 整数 的 基底 存在 . 

今 证 明 使 Alai ,*** за.) | 之 值 最 小 之 基底 ，…,w, 即 为 整 底 , 因 若 不 然 , 则 有 
整数 





в.) | 之 值 为 最 小 者 ,为 一 组 整 底 . 


w= a + Наш, 
其 中 a, 不 全 为 有 理 整 数 . 又 不 妨 假定 a, 不 是 有 理 整数 . а, = & 十 4,& 为 一 有 理 整 
数 ,而 0 二 :二 1. 则 
w= w— gw = 如 Haran + *** + aso, 
也 为 整数 , 且 шл san эе as 也 是 R(3) 的 基底 , 因 
| Аб! san зам) | = 2 | Alan etsan) |< | Аба 

这 与 | A(w sra.) | 取 最 小 值 之 假定 矛盾 , 故 得 证 . 

由 此 定理 可 知 整 底 也 是 基底 , 故 整 底 中 所 含 元 素 的 个 数 亦 为 

定理 2 ” 整 底 的 判别 式 缘 相等 . ШЕ ow Bowi wn R(0) 之 两 组 整 





san) |o 





第 十 六 章 。 代数 数论 介绍 * 415. 
底 , 则 





Alan отак) = Абал уэш). 
证 : 因 w ao АР 
一 ны == Зө, 

其 中 a 及 bx 皆 为 有 理 整数 . 由 此 可 得 |a, |-| ba |= 1, | ap |51, | ba |= 
士 1. 故 由 定理 3. 3 即 得 所 证 . 

定义 2 FE ROOD 的 整 底 的 判别 式 为 域 之 基数 ,以 A 或 A(R(3)) 表 之 . 

定理 3(Stickelberger) ЖЖ A = 0 È 1(mod 4). 

证 :以 ,wis 表示 1,2,…,n 的 一 种 排列 法 ,而 6 
奇 排列 而 为 1 或 一 1, 于 是 由 行列 式 之 展开 法 ， 








ЕТТТ 





У) мы + 2y = a + 2р 


其 中 ?为 一 代数 整数 ,而 a = > tas J or ro 的 对 称 函数 , 故 a 为 
有 理 数 , 因 之 亦 为 有 理 整 数 ， 于 是 有 
A= (a +29)" = а tAlt a). 
WER yy 十 a) = AZ 为 有 理 数 , 故 为 有 理 整数 ,于 是 得 到 
A = a 三 0 或 1(mod 4). 


SABKE RD), D 为 一 无 平方 因子 的 有 理 整数 .RCVD) 中 任意 一 数 均 
能 表 成 











в 


atbyD 
2 


WER JP arb HAMK. a 的 迹 与 距 各 为 
50) = a, №) = 





定理 4 二 次 域 RCVD) 中 ,a 为 整数 的 必要 且 充 分 之 条 件 为 a,b 都 是 有 理 整 
数 , 且 适 合 

(mod2)， 当 D=1 (mod 4) 时 ; 
0 (mod2), ШРр=2,3 (mod 4) ff. 
证 : 因 在 二 次 域 中 ,a 为 整数 的 充分 必要 条 件 为 SCa) Na) 全 为 有 理 整 数 , 故 


w 
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Нар 全 为 有 理 整数 , 且 (4) 式 成 立 , 则 а 为 整数 . 
反之 ,车 a 为 整数 , 则 








а 及 
为 有 理 整数 ,于 是 
BD = aî - (Ep) 
亦 然 , 但 D 为 无 平方 因子 的 有 理 整 数 , 故 b 必须 为 有 理 整数 . 又 由 
а 00 =0 (mod4), 





可 以 很 容易 地 导出 (4) 式 , 于 是 定理 得 证 . 





шм D = 1(mod 4) f, LP 为 整数 ,而 有 








再 因 
于 是 得 到 ， 
定理 5 Ж D 为 一 无 平方 因子 的 有 理 整数 , 命 
1D + D D=1 (mod 4), 
a= 440’ w 2, щ 
D = 2.3(mod 4), 
МАЛ ROD) 的 基数 ,而 1,w 为 一 组 整 底 ,又 


AtYA 
“EE 


亦 为 RVD) 的 一 组 整 底 . 
由 定理 6 可 以 看 到 在 二 次 域 中 恒 能 找到 一 整数 w, 使 1,w 为 域 的 整 底 ,但 在 一 
般 的 情形 , 亦 即 在 n АЖ R (9) 中 Cn >> 3) ,未 必 能 选 出 整数 ,使 


构成 RCO) 的 整 底 . 
Bl. аж 
fa = r-t 25-8 = 0 
的 根 , 今 将 证 明 在 域 R(a) 中 决 不 能 找到 整数 w, 使 ,ov 为 其 整 底 . 
WE =2, +4, +8, HIE f(a) = 0 的 根 , 故 f(x) 为 不 可 化 ,而 RCa) 确 为 三 
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次 域 . 又 易 证 
AU rasa’) =—4 + 503. 


а= 二 适合 方程 式 


бу) = у + ر‎ +2у—8 = 0. 
故 R(a) 中 之 整数 . FUN а sa" RS = 0 的 另外 二 根 , 则 














l a 4/а|® а а? |? 

Аа, = |1 а 4a а а" 
1 a” 4/а а" а" 
- ууа аа) =— 503. 


A AC sap) #50, 1,а,3 ЖЕ (а) 的 基底 . X lra BDH К (а) М-Н, ИЖ 
然 , 命 A 为 域 的 基数 , 则 必 |A|<=503, 由 上 节 (1) 式 ,可 知 必 有 一 不 等 于 1 的 自然 数 
atk 
-503 = ад, 
但 503 为 一 素数 , 故 不 可 能 ,所 以 1,a,8 必 为 域 R(a) 的 一 组 整 底 . 
Фо Еа) 内 任 一 整数 , 则 有 有 理 整数 a,b,c 使 


ш=а+ы +9. 
因 
++ = 2+a+28, 
8 
#8218 а 
所 以 
а = aè + (2 + a + 28) + (—2 + 2а — B) + 2aba 十 8k + аср 
= (a? + 20 — 2e + Bbc) + GP +20 + 2ab)a + (2# — e + Фас)В, 
因此 
1 а аа — 2e +85 | 
Aswa) = |0 b bî +22 + 2ab| + А, а,В) 
lo e 26 — e + 2ac | 


= 0(mod 4 + 503), 
所 以 不 论 w ЖЕ (а) 中 任何 整数 ， 
lw 


不 能 为 R(a) 的 整 底 . 


+ 18 + 


数论 导 引 





8$5. 整 除 性 


定义 1 设 a,B 为 二 整数 , 若 有 一 整数 7, 使 "= 及 , 则 谓 之 8 可 整除 a ,并 以 8 | a 


记 之 ,或 称 a 是 8 的 倍数 ,8 是 的 因子 . 
定理 1 й 
#00) = ar +" Fass а #0, 
һа) = faz" ++, В. #0, 
ЖАН a 及 有 都 是 整数 . 又 命 
ODOR = унт" +++ у, 
若 有 一 整数 3 适合 
alr. бО<и<!+т), 
则 必 有 
814.8. (0<0<10<ш<т). 
定理 之 证 明 有 赖 于 次 之 二 引 . 
引 1 # 
fü = Bat ++, n>1 
是 一 整 系数 的 多 项 式 , 且 有 一 根 x, 则 





也 有 整 系数 . 


Es f n = 1f re = =a 为 一 整数 , 则 引 理 成 立 . 


z= 


$F n 上 施行 归纳 法 ,假定 本 引 理 对 n — 1 次 多 项 式 真实 ,由 于 sw 适合 


у He FBO + Bd 
Жди 为 一 整数 (本 章 $ 1 习题 2). 所 以 





о, 


дб) = f(z) — (z= Dêya" = (f(z) = д.1") + дил"! 


O 


(2) 


(3) 


为 一 次 数 不 大 于 ”一 1 的 整 系数 多 项 式 , 且 有 为 其 根 . 故 由 数学 归纳 法 的 假定 ,有 


整 系数 多 项 式 h(z) ,使 
(2) 一 (一 ADACz)， 
于 是 
fz) = (a — p) бл ` + h(z)), 
引 理 得 证 . 
812 Фи (l< r< n #43) 式 任意 r 个 根 , 则 
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Жие 
是 整数 . 
证 : 因 
Уб = да) б иде ии), 
应 用 引 1 ,可 知 
— m aaa 
Wí Ж ЖО £ HU. HHE. 


定理 1 之 证 明 #1 -ОЖи-о ЕЖИК 1> 0 Km > 
0 而 讨论 之 .将 g(z) 及 h(z) 分 解 成 
gG) абе 60060, 
ко) = аара р), 
则 得 
LAD ва g Ju (a — Ea театр 
为 整 系数 多 项 式 . 若 命 mw = r = 
mm 的 初等 对 称 多 项 式 . 则 由 引 2 





ээ E Жорт, 
ЦН O < v< 1,053 шт, 


. = = 





皆 为 整数 , 再 由 多 项 式 的 根 与 系数 之 关系 ， 


а. = ars 
B. SE В.т... 
于 是 
kL а. 
为 整数 


由 整除 性 十 分 自然 地 会 联想 到 代数 整数 之 因子 分 解 定理 及 其 唯一 性 的 问题 

但 在 全 体 代数 整数 的 范围 内 ,讨论 因子 分 解 是 没有 意义 的 ,因为 一 个 整数 可 能 
表示 为 无 限 多 个 整数 的 乘积 . 例如 

2 

此 点 提示 我 们 必须 限定 因子 所 在 的 范围. 所 以 我 们 仅 讨论 在 某 一 代数 数 域 RC9) 内 
的 整数 分 解 的 问题 . 

但 在 一 代数 数 域内 可 能 有 无 穷 多 个 单位 数 . 设 e 为 一 单位 数 , 则 任 一 整数 可 表 
示 为 





а=єе+є ‘а. 
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因此 若 R(9) 内 有 无 穷 多 个 单位 数 , 则 = 可 能 有 无 穷 多 个 分 解 方法 . ИШЕ ВОР фт 
УР" = 士 1, 士 2,…) 都 是 单位 数 ,所 以 ROT) 中 的 整数 就 可 能 有 无 穷 多 种 
分 解法 , 为 了 避免 这 个 问题 ,我 们 引进 “结合 ”的 定义 . 
定义 2 车 二 整数 a,p 仅 相差 一 单位 因子 , 则 a 与 8 称 为 相 结合 . 
显然 有 次 之 三 性 质 :1)a 与 a 相 结 合 ;2) 车 a 与 8 相 结 合 , 则 8 与 相 结合 ;3) 若 
a 与 B 相 结合 ,8 与 7 相 结合 , 则 a 与 7 相 结合 - 
定义 3 ”对 于 整数 a, 若 有 RCO) 中 的 整数 8,7, 且 均 非 单位 数 , 使 
а= 8. 
则 称 a HE RCO) 中 可 分 解 ,否则 称 为 不 可 分 解 . 
定理 2 在 RCO) 中 任 一 代数 整数 可 以 分 解 为 不 可 分 解 的 代数 整数 的 乘积 
证 :车 a 不 可 分 解 , 则 定理 毋 待 证 明 . 若 
а= В. 
T py 均 非 单位 数 , 则 得 
IND |= | NCD 1-1 NO) |, 
由 于 B,7 均 非 单位 数 , 故 自 然 数 | NCB) |. | NOD | 为 | NCa) | 的 真 因子 , 即 
| Ма) [>I NOB |> 1, IND >l N |> 1. 
故 可 用 对 | N(a) | 施行 归纳 法 而 证 明 本 定理 . 
余下 的 问题 是 分 解 的 方法 是 否 唯一 的 问题 ,此 乃 代数 数论 的 一 个 重要 问题 , + 
具体 的 考察 二 次 域 R(v 一 5) ,我 们 将 证 明 在 此 域内 唯一 分 解 的 性 质 不 成 立 . 
因 一 5 = 3(mod 4) ,故此 域内 之 整数 都 是 次 之 形式 : 
a=a+b V75, 
其 中 a,5 都 是 有 理 整 数 . 今 将 证 明 在 此 域内 ,2,3,1 士 V 一 5 都 不 可 分 解 , 且 2,3 不 能 
与 1 十 V5,1 一 V5 相 结合 ,于 是 由 
6=2.3= (1+ /=5)(1— /—5), 
可 知 在 R( /—5) 中 唯一 分 解 定理 不 能 成 立 - 
因 
ING)|=4,| NG) |=9, ING(+(/=5) |= 6, 
故 2,3 不 能 与 1+ /—5,1— /-5 8. 
又 若 2 在 ROV) 中 可 分 解 , 命 
2= 08, | Ма) |> 1. | МФ |> 1. 
jE a = a +b V5, 则 因 | №2) |= 4, 故 必须 
| Nla) |= aî +56 = 2, 
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ky RAI REZ ¥, 故 在 КСМ 5) 中 2 不 能 分 解 , 同样 可 证 3,1 уБ 在 
Ку 5) 中 不 可 分 解 . 
为 了 解决 这 一 问题 ,Kummer 氏 发 明了 理想 数 的 概念 . 


6 ж ж ж 


今 确定 一 次 的 代数 数 域 R(3) 作为 基础 . 
定义 1 аза, N RCO) 内 任意 q 个 整数 . 称 所 有 形 如 
та + ра, Ороо HRO 中 的 整数 ) O 

的 整数 所 成 之 集合 为 由 a ，… за, 演 成 的 理想 数 ,以 Le, ,… ,a,] RZ. 

为 简单 起 见 , 在 今后 讨论 理想 数 的 一 般 性 质 时 , 常 以 德 文大 写字 母 ‚8,6,1, 
+ 来 表示 理想 数 . 

定义 2 ”由 一 个 整数 a 所 演 成 之 理想 数 [a], 称 为 主 理想 数 . 

只 有 一 个 整数 0 所 成 的 集合 , 亦 成 一 理想 数 [0]. 今 假定 以 后 所 讨论 之 理想 数 ， 
均 非 [0], 

理想 数 [1] 表示 由 RCS) 内 全 体 整数 所 成 的 集合 , 称 为 单位 理想 数 , 以 D 表 之 . 

定理 1 理想 数 有 次 之 性 质 : 

D 车 a,8 在 其 中 , 则 a 土 8 亦 然 ， 

2) 若 a 在 此 集合 中 ,而 HRO) 中 的 任 一 整数 , 则 ра 也 在 此 理想 数 中 . 

证 :其 理 显然 . 

由 此 定理 , 若 理想 数 针 中 包 有 1, W ЯТ RO) 内 的 全 体 整数 ,所 以 = 
(13. 

ELI = [а.а] RB = (8..8) ARO 上 的 二 理想 数 , 当 中 中 
每 一 整数 均 在 罗 中 ,而 见 中 每 一 整数 又 均 在 中 中 时 , 则 称 它们 为 相等 ,并 记 3[ = 3, 

由 此 定义 立 得 : 

定理 2 СЯНУ = [as a] B= [8,81 相等 的 必要 且 充分 之 条 件 





为 





288.8 Ў». (2) 
те: <i <r OH E K7 HEK. EH KI [а] = [8], 则 a 与 
有 为 相 结合 . 
атта, 为 任意 4 个 有 理 整 数 ,d 为 他 们 的 最 大 公约 数 , 则 由 最 大 公约 数 的 
性 质 , 必 有 有 理 整 数 zi ,…,z, 使 
а= am aa 
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所 以 在 有 理 数 域 中 [ai ,… ,a,] = [d], 亦 即 在 有 理 数 域 中 ,只 有 主 理想 数 存在 . 
但 若 考虑 域 R(v 一 5), 由 上 节 最 后 之 讨论 ,可 知 理想 数 [2,1 + v 一 5] 决 不 能 
化 为 主 理想 数 ,所 以 有 非 主 理想 数 的 理想 数 存 在 . 
定义 4 理想 数 
[aB *** sa8, raph о" заз 8. a8, ] 





称 为 理想 数 
W = [азо] R B = Га. --,87 
的 乘积 ,以 % LEZ. 
定理 3 AH ваяния ганхх, 亦 即 , 若 





则 






CAT 
证 明 可 以 很 容易 地 从 理想 数 相等 的 定义 得 到 ,读者 自 证 之 . 
易 见 对 任何 理想 数 %, 有 只 .9 = W. 
由 乘法 定义 ,不 难 证 明 : 
1) 交换 律 A.B = 5.20, 
2) 结合 律 (C EE OET EE CEET 
因此 可 用 归纳 法 定义 A Mn = (A Ana) ° A, 及 A = A o Ст 为 任何 自然 
BO HEAHEA A,A = D. 于 是 易 证 下 列 诸 性 质 ， 
3 
O° =”, 
(Ae D = W°. 3. 
ELS 命 %, 册 是 二 理想 数 , 若 有 理想 数 @ 使 
A= 0.6. 
АНН ДОВ пр а B | U. 3.6 KAY M 2 N T. 
显然 有 : 
DH CI B.S AMC | U, 
DEVIAT D ЖЕН, BD | AD, 
3) 对 任何 理想 数 A, Ai 





DJA, ALA 
定理 4 Ш.Е ЖИЕ. 


HE: fh % = B ° 6, B = Га 8-1,6 = [7 sy]. W R U PAK a Р 
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«= D mer - 3222 
之 形式 ,其 中 p 为 域 中 之 整数 , 故 a 在 加 中 ,定理 得 证 . 
在 下 节 中 将 证 明定 理 4 之 逆 亦 成 立 , 即 若 名 中 任 一 整数 都 在 B 中 时 , 则 必 
BIA 
由 定理 4 TAR A | D.W = p. 





$ 7. 理想 数 的 唯一 分 解 定理 


定理 1 对 于 任何 理想 数 % 一 定 能 找到 一 个 理想 数 玫 , 使 !, 风 的 乘积 为 一 由 
一 自然 数 a 演 成 的 主 理想 数 [a]. 
证 :着 处 为 一 主 理想 数 如 中 = Со) MB = (a …am],a ,… at 为 a 的 共 
WM, FHM a =| Ма) | , 立 得 
Ae B= Га а) = [а]. 
B AE EU, A = [a,，,… ,ao], 作 多 项 式 
fC) = az! + Hao. 





又 命 
g(x) = дд" +e Ë (m= (n— DD 
适合 
faz) = Пери + а) 
一 сих" + + eos 


其 中 诸 “ 都 是 有 理 整数 ,于 是 诸 也 均 为 R(5) 中 的 整数 . 命 


B= [ee] 
及 
a = (онто), 
今 往 证 明 
A. B= [a]. 
AHR O < k < т, 
a | crs 


于 是 由 定理 5. 1, 可 得 
alaf, 0<н<1,0<›»<т), 
所 以 wp. #{ЕГа] 中 .反之 , 因 a = (сн, sco) AAEN Чи, d. Ë 
а = аан + + codo. 
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故 有 





ЖИ y W RCSD) 中 的 整数 ,所 以 a 在 
= [a]. 
定理 2 #1.6=- 9.0.0062. 
ЧЕ. ЗЕНА а tk 
W. = [a]. 
于 是 有 
[aq.E= [a] * D, 
кх ж X h C PEBR a НЕЖНАЯ а 后 所 得 之 集 
合 相同 ,所 以 得 到 


G= Ф. 
定理 3 BMW G ht — ЖЕУ ЖИНИ hii Д 
WI G. 
ME: № B Z a 使 
A. B= [a], 


PEV. CHEREN. B= Га) 中 , 故 可 命 





而 得 


C= Ae [yen]. 


定理 得 证 . 
由 本 定理 及 定理 6.4 可 知 ® | 中 的 必要 且 充 分 之 条 件 为 中 中 每 一 元 素 均 在 3 
中 . 
今 往 讨论 理想 数 的 分 解 及 其 唯一 性 的 问题. 
定义 1 车 一 理想 数 只 有 二 个 因子 , 即 除 了 O 及 其 本 身 以 外 别 无 其 他 因子 者 
称 为 素 理想 数 . 通常 以 轴 表 示 素 理想 数 . 
易 证 在 有 理 数 域 中 [pj 为 素 理想 数 ,其 中 p 为 普通 的 有 理 素数 . 
定理 4 任 与 二 理想 数 久 二 [a ，…,as], 汉 二 LB，…,B,], 则 有 唯一 的 理想 数 全 
具有 次 之 性 质 : 


第 十 六 章 代数 数论 介绍 ，425。 





DT|%.Tp| V: 
2) 若 另 有 一 理想 数 D.D, | A.D, | BD |D. 
更 可 言 者 ,多 中 任 BREER a +p HER a EAH pE LH. 
B.) 即 有 上 述 诸 性 质 . 
HRH p| W.T ®. 又 若 有 理想 数 T | A.D, |®, D UA AR 8, HORE 
有 多 ,所 以 有 多 | $. 
再 证 明 D 之 唯一 性 . 若 @ 也 具有 1) ,2) 二 性 质 , 则 
VID DID. 
亦 即 人 中 各 数 均 在 Хр, ФУ 中 各 数 也 均 在 全 中 ,所 以 
7-2 
"ae B) 中 任何 一 数 都 能 写成 
me +e да, +В, + А, 
的 形式 , 命 = та + = + дар = АВ ++ Ад, M а ЕВЕ З Ф А 
人 D 中 任 一 元 素 都 能 表 成 a 十 8 的 形式 . 
定义 2 定理 4 中 的 名称 为 所 , 双 的 最 大 公 因子 ,以 们 二 (名, 双 ) 记 之 ,更 可 定 
XO ssl An) = СС). EAB) = О, AB WFR. 
МЕ. О.) = D, RHEE HERK 6,4 





XAD 





[a 





(AC, BE) = DE. 
定理 5 ажин, P| 93,379, | 3. 
证 : 因 BAN, PA 
(B,D = D, 
于 是 
959,09) = V, 


ХИ B | AV, LABI V. 

定理 6 ”任何 理想 数 都 只 能 有 有 限 个 不 同 的 因子 . 

证 :对 于 区 有 理想 数 B 及 自然 数 a tk 

A. B= Га], 

故 氏 中 含有 a, 且 蜡 之 任何 因子 亦 含有 a, 故 若 能 证 明 含有 一 个 固定 的 自然 数 的 理 
想 数 ,只 可 能 有 有 限 个 , 则 定理 明 矣 . 

HEM = [а ，…,awj 为 一 含有 a 的 理想 数 . МУЖ ол ‚+, 为 R(5) 的 一 组 整 底 ， 
于 是 诸 = 能 表 成 下 列 形式 : 

a; = gnan + gam, (1<j<m, 
其 中 诸 z 为 有 理 整 数 . 再 令 
Ea = aqa +ra (O <ra <a), 
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B= У, 7; = Br 
于 是 得 到 
a; = aB, + ¥. 
Хаж Ф, 
Яй = Гав, + 71," saf. +7. а] 
= Сма). 
因为 只 有 有 限 组 Xi ，… ,7 , 故 含有 a 的 理想 数 ,只 可 能 为 有 限 个 . 
定理 7( 理 想 数 之 基本 定理 ) ” 任 一 不 同 于 只 的 理想 数 可 以 分 解 为 素 理想 数 
的 乘积 , 且 若 不 计 其 排列 之 次 序 , 则 分 解法 唯一 . 
证 :因为 任何 理想 数 只 可 能 有 有 限 多 个 不 同 的 因子 , 故 可 对 炉 的 因子 个 数 实行 
数学 归纳 法 . 
先 证 明 分 解 之 可 能 . 若 所 已 为 素 理想 数 , 则 考 需 再 证 ; 若 不 然 ,而 
Я = 36 (25 0,6 + 0), 
MWA 3,6 的 因子 个 数 少 于 虹 的 因子 个 数 , 故 由 数学 归纳 法 ,得 到 证 明 . 
再 证 分 解 的 唯一 性 . 假定 








= у, PP 严 过 1 过 1 а 
ИЖИ, ! = m = 1. BH HEB]. H U EREK, JN 1 > 1,m > 1, 因 
98, | PP 





ЖА - Ва < j < m) f#ë = 
Beg = 
由 数学 归纳 法 假定 ,定理 得 证 . 
因此 可 将 任 一 不 同 于 D 的 理想 数 表 为 
ГЕЯ 
HER ОЖ ® за, 为 自然 数 . 又 车 不 计 诸 困 之 次 序 , 则 这 种 表 法 是 唯一 
的 . 





不 失 普 遍 性 地 可 以 假定 j = 1. 于 是 
Bas 





习题 1.485 ZEHME А 38, —ЖЖ a, tk M | [a], Aa] AV) = A, 
习题 2. {Ef FE 38 О W ВЕ ЖЕ Ca, 8] К sa. W ЖЕ, Н pTO A hE 
何 整 数 (在 习题 1 中 取 B.A] 使 适合 AB = (g). 


$8. 理想 数 的 基底 


E anse swn HIRR D) 的 一 组 整 底 ,而 芯 为 R(2) 上 的 任 一 理想 数 . 因 A PE 
一 元 素 都 能 表 为 osan 的 系数 是 有 理 整数 的 线性 组 合 ,再 由 定理 6. 1, 故 能 将 A 
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看 作 aneron 的 一 个 线性 模 . 又 对 理想 数 A, AREER АА Иа, Е 
AV = [а], 
因此 dwi +" sao, 都 在 气 中 ,而 因 这 n 个 数 是 线性 独立 的 ,所 以 好 是 ，… sw, 的 一 
nn 维 线性 模 . 由 第 14 章 第 9 节 的 讨论 ,可 知 久 必 有 底 , 且 外 的 任何 一 组 基底 中 都 必须 
含有 = 个 整数 . 特别 的 ,我 们 更 可 得 到 : 
定理 1 HARRO 上 的 任何 一 个 理想 数 , 则 在 并 中 必 能 找到 ”个 整数 
а: = anon» 


а: = anon + anan» 





а. = ann + anan + Бато 
其 中 as BEH HMR. На. 200 < i < п), Î 0 < a, <a. (1 <i < j < n r 
азза, 成 为 如 的 标准 基底 

Хатта, 9.7758, 为 中 的 二 组 基底 ,而 命 


а= Ува = lpn), 
则 其 系数 矩阵 (w ) 必 为 一 模 方 阵 ,因此 
Абаз as) = АСВ В.) + 
亦 即 理想 数 基底 的 判别 式 不 因 基 底 的 改变 而 改变 , 故 今后 可 以 AOD KZ. 
今 往 考虑 二 次 域 R(VD) 上 理想 数 的 标准 基底 的 形式 . 命 1,w 为 R(YD) 的 整 
底 .w 的 定义 见 定理 4.6. 由 定理 1 可 以 找到 二 个 整数 
a,b вы 
组 成 理想 数 的 标准 基底 ,其 中 a,b,c ЕЛЬ ЯНА, Н Н? а >0,с>0,0<5< 
4. 但 必须 注意 并 非 如 上 形式 的 任何 一 对 整数 ,都 能 成 为 某 理想 数 的 基底 ,a,b,c № 
须 适合 其 他 条 件 方 可 . 
易 证 当 且 仅 当 
ааа + ов) 
都 能 表 成 
да +y(b-+ a) 《zsy 为 有 理 整 数 ) 
Bf sash + av 才能 是 某 一 理想 数 的 标准 基底 . 从 
aw = за + УФ + ao) 
可 得 
а= ж, ar+by=0, 
所 以 必 有 ec | a,c Б. 
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сп Нд = c(n + w) lnt wtw) — eln +) п + a) 
=— eN (n+ a) + cln + a) (nt 5%), 
其 中 500) 与 N(n +o) 各 表示 数 w Чп + o ОУН, 
Ма) =0 (тойт) O 
ЛЕ ОЇ om ‚сл + ш) 成 为 某 理 想 数 标准 基底 的 充分 必要 条 件 . 又 由 定理 4.6, 易 见 
《1) 式 与 
(mod 4); 


(2n +1) (той 4m), 
a= (2) 
(mod 4) 


(2n) (mod 4m), 





等 价 ,于 是 得 到 ， 
定理 2 @#Чоп,с(я+ш)(с>0,т > 0,0 < n < т) 成 为 域 RCVD) ЕЖ 
理想 数 的 标准 基底 的 充分 必要 条 件 为 (1) 式 或 (2) 式 成 立 . 
习题, Ф wm ，…va HRO) 的 一 组 整 底 , 则 ао < i < n,1< п) В 
地 表 成 
жуа + + za, l 全 为 有 理 整数 ) 
ZERD asera, 为 某 理想 数 的 基底 的 充分 必要 条 件 . 


S9. F| R X £ 


定义 1 FNL [а], МИ M KERR a ВЫ | a KZ. МУ | a а Е У 
的 意思 。 

又 根据 第 14 章 第 9 节 的 讨论 ,可 以 定义 域 RC3) 中 的 整数 对 理想 数 久 的 同 余 关 
系 ,具体 言 之 : 

定义 2 FIN] a— pa pA RCS) 中 的 整数 , 则 谓 之 «与 8 对 模 包 同 余 , 记 之 为 

a = (mod Ж). 

根据 此 同 余 关系 ,可 以 将 域 RCSD 中 的 整数 进行 分 类 ,使 凡 属 于 同类 的 数 对 模 
中 互相 同 余 , 而 属于 不 同类 的 整数 不 能 对 模 U 同 余 . 称 这 种 类 为 的 剩余 类 ,并 以 
NOD Ж МС 亦 称 为 理想 数 A MPE. 由 定理 14. 9. 3 可 得 : 

定理 1 фо, о, HRO) 的 一 组 整 底 ,而 a;,… a, 为 理想 数 所 的 任何 一 组 
基底 , 若 








则 NOD 等 于 系数 行列 式 的 绝对 值 жш 
М) =|| а, ||. 
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由 此 定理 ,立刻 得 到 ， 
ЖШ? ФАН RO) 的 基数 ,A(20 为 % 的 基底 的 判别 式 , 则 
AOD = (ур? А. а 
及 
定理 3 ”对 于 主 理想 数 [a] МЕ N([a]), 有 
N([aJ) =| №) |. 
TE: BE an see ra, HRCI) 的 基底 , 则 mm， au, 构成 [a] 的 基底 ,由 定理 2 可知 
故 定理 3 成 立 . 


= | Ар Š 
мер = | T] | | 
定理 4 МО) = МОЮ МС). 


™ |=! Ма) |. 
Е: Я U LF AV, ЭТ H Ж PB 14. 9.4 可 知 将 所 中 元 素 依 mod AU 5} Ж ‚Ж 
等 于 








аа 


а 





"а 























=la” 


NAV) 
NOD ` 


若 能 证 明 这 个 类 数 也 等 于 N( 见 ), 则 定理 明峰 . 
fr B +=: Вос 代表 mod 风 的 剩余 类 ,而 由 Š 7 习题 1, 可 知 必 有 整数 a € U, 





合 
Ca] AD) = A. (2) 
ML ой, ось SEAP AR j Z КА < j,k < n) ИН 
f, ¥ cB, (mod AB). 
又 由 (2) 式 ,可 知 对 于 A PERIK 7, 必 有 整数 д E 
у= ла+$, EUL. 
又 对 整数 у КН р R AREGO < j < МС) iE 
了 一 及 十 有 
于 是 得 到 
最 十 明 十 村 
af; (mod AB). 
ЖШ —ЖЖ 5 a raf 中 之 一 模 AB 同 余 , 且 仅 与 其 中 之 一 同 余 . A 
HHH ARERR mod WT 进行 分 类 ,其 类 数 也 等 于 N( 双 ) ,于 是 定理 得 证 
定理 5 若 第 为 一 案 理 想 数 ,a 为 任何 不 能 被 困 整 除 的 整数 , 则 
av 一 1 (mod $). 
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证 : 命 0,r ›л: › элге RRR R HARR MWA Bta HL Oram sans 
атмо 也 代表 模 B ИЖ N it. 


mna xxte-l = maso- (mod 9), 


即 得 定理 . 


8$10. 素 理想 数 


定理 1 凡 素 理想 数 汕 必 整 除 一 有 理 素 数 p, 且 为 加 中 最 小 的 有 理 正 整 数 ， 
故 是 唯一 的 . 

证 :由 定理 7.1, 知 必 有 有 理 整数 a 使 器 | Га], a = Пр. 
|CP] @| p. 

假如 有 有 理 正 整数 5,5 < p, HB] b, ¥ oE Чи, (р, = 1 也 在 第 中 ,于 
Ж $ = [1], 此 乃 不 可 能 之 事 , 故 户 是 加 中 最 小 的 有 理 正 整数 . 

[p] 分 解 为 素 理想 数 的 乘积 如 

[р] = BRR 
再 于 二 边 取 距 得 到 
P = МР) = NCOP NCB, МОВО. 

因此 可 知 : 任 一 素 理想 数 之 距 , 必 为 一 素数 之 乘 方 . 若 NOD) = p', f FN ü 2 K 
%. 

关于 [p] 之 分 解 有 次 之 重要 定理 

定理 2 P |p 的 必要 且 充 分 的 条 件 为 p | 4. 

此 定理 称 为 Dedekind 判别 式 定理 ,在 本 书 中 不 预备 给 予 证 明 . 

今 往 考虑 在 二 次 域 RCVD) 中 [p] 之 分 解 ,显然 只 有 下 列 三 种 可 能 ， 

DCP] = $: 

2)[р] = PAB + ©, NP = NCD) = р; 

3)[p] = Ф, МО) = р. 

关于 [p] 在 二 次 域 中 分 解 的 情形 ,有 次 之 定理 : 

定理 3 1),2),3) 的 成 立 当 且 仅 当 

G 1,+1,0, 


此 处 A RVD) 的 基数 ,( 兮 ) 为 Kronecker 符号 . 


ЗЕ: В СР) 的 素 因子 ,而 МСО = p н 
[>] = PO RIA] = F. 
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Я om ,c(n + o) 为 理想 数 的 标准 基底 , 则 
МО) = ëm = р, 
故 c= 1,m = р. ХІ 
amdan (mod 4p), 4р 
(п) (mod 4р), ك‎ 


所 以 得 到 (会 )= o 


(mod 4); 
,3 (mod 4), 





反之 ,着 (全 )=1 歌 0, 先 考虑 2 的 情形 . 


DD 若 ( 全 





WH а, рта, 


А = а (mod p). 
XI р # 2, ВЫ (р,2а) = 1, 于 是 


[pra +E] * [pra — VA) = [p] - [pra + /8.a V5 E] 








= [p]. [pra 4,20, [р]. 
又 
[pra +3] я [р,а— УА], 


益 若 不 然 ,将 有 [pva 十 VS] = [pva 一 VS] = [ра + УА 2а] = [1], 而 此 乃 不 可 
能 之 事 ,又 [pa 十 VA] 及 [pwa 一 VA] 均 非 局 故 当 p 关 2, 而 ( 仿 )=1 时 ,[] 为 二 
+£ kman angkat. 

2) 若 (会 )= 0, 则 户 | A, 于 是 

ГРАТ = Сеа]. Ср) = [1° [ovVS 全]， 
但 和 = 口 或 4D, 今 请 关 2, 而 口 又 为 无 平方 因子 数 ,所 以 ( 轧 , 兮 ) = 1, 故 

[21 = [p v5], 

亦 即 车 p A 2, (E) = 0, 则 [p] 为 一 素 理想 数 的 平方 

再 考虑 p = 2 的 情形 , 因 ($) 2— 1, 故 必须 D = 2,3(mod 4) 或 = 
1(mod 8). 与 前 面 一 样 , 可 证 : 

3) У D = 2(mod 4) Bf. ($ )— 0, 而 [2] = [2,VD]， 
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4) š D = 3(mod 4) 时 , 仍 有 (会 )= 0, 而 [2] = [2,1 + VDF; 
5) МР = 1(mod 8) mf, (2) 1, 此 时 


w- 129] [5.1555]. 


та 07 [2.158] ,故此 时 [2] 分 解 为 二 个 不 同 的 素 理想 数 的 乘积 


总 结 以 上 结果 , 即 得 定理 . 

由 定理 3, 可 以 看 到 Dedekind 判别 式 定理 在 二 次 域 中 已 成 立 . 今 再 具体 的 举 一 
三 次 域 为 例 . 

йаз 





一 好 一 2z 一 8 一 0 
域 ,其 基数 为 503, 且 


1.,8 = t 


fx 
的 根 , 在 §4 中 已 知 R(a) 为 一 


= 





为 他 的 一 组 整 底 , 而 为 
во) = у +y +2у—8В=0 
HR. 
今 考虑 [503] E Ra) 上 之 分 解 . DL 9,0,9 {RK Ra) 上 的 素 理想 数 , 则 [503] 
之 分 解 必 为 下 列 五 种 情形 之 一 : 
1)[503] = BOR: P.Q, R ARAM й NOD) = NCO) = N(R) = 503, 
2)[503] = PAB 3 ©, МС) = N(D) = 503, 
3)[503] = WP; №) = 503; 
4)[503] = 0, МС) = 503, N(D) = 503", 
5)[503] = BNC) = 503'. 
对 于 前 四 种 情形 ,[503] 都 有 距 为 503 HRA В, НАНЕ. 命 
asb Баз + oa + ай 
H ® 2 — PR ME3E JEE , WÍ p, < do осо < ao sci < bı i ЖИ asa ао EJ fE P H БАХ, 
ЖЬ < ас: © oo, 于 是 由 
N(B) = абс, = 503, 
可 得 a, = 503,6, = 1,e = 1,8 = 0. ë B АЕ 
B= [503,а +a,b + А], 
В. 503,а +a,b + B A B HEBEK. 
因 a 十 a,b 十 8 均 在 困 中 ,而 МС) = 503, 故 有 





第 十 六 章 。 代数 数论 介绍 * 433 + 





N(a +a) =0 (mod 503), 
МВ =0 (той 503), 
但 a 十 a,6 十 8 各 为 /(z 一 a) = 0,Ë g(y— b) = 0 的 根 ,所 以 
М№а+а) =| fca) |, NG 十 月 =| gb) |, 
故 a,6b 适 合 三 次 同 余 式 
а +a" —2а+8=0 (mod 503), 
0—0 +268 = 0 (mod 503). 
由 此 解 得 
а = 149,149,204 (mod 503), 
= 395,395,217 (той 503). 





МЫ $ BA FAIZ — 





[503,149 + а,395 + 8]; 
[503,204 +а,217 + 8], 
£503,149 +а,217 +]; 
[503,204 + a, 395 +В). 
{Н B [503,149 + a,217 + 8), ЖЖ, М 
a(217 +В) — 217 (149 + a) + 65(503) 
= 4—217 + 149 + 65 + 503 = 366 
ЖЕ P th, (366,503) = 1,1044 В = D. ВИ PÆ [503,204 + a,395 + 8]. 18 
я 
(149 + аја =— 460503) + 150(149 + а) + 2(395 +8), 
(149 +а)В =— 1170503) + 1490395 +2), 
(395 + Ра = — 1170503) + 3950149 +a), 
(395 + Рё =— 3100503) +20149 + а) +394395 + 8), 
所 以 503,149 + а,395 十 B 确 为 素 理想 数 [503,149 + а,395 + 8] 的 标准 基底 ;同样 ， 
503,204 + a,217 + 8405Ж ЯНИ [503,204 + a,217 + 8] 的 标准 基底 . 今 
[503,149 +а,395 + 8] | [503], 
[503,204 +а,217 + 8] | [503], 





且 
[503,149 +а,395 + 8] [503,204 + a,217 + B], 
故 在 [503] 之 五 种 可 能 的 分 解 中 ,只 有 2) 为 可 能 . 又 由 计算 可 得 
[503] = [503,149 十 a,395 十 站 * + [503,204 +а,217 + 8]. 
习题 . 设 9 一 YP. Ура ке р.а 为 有 理 素数 , 且 满 足下 述 条 件 ， 
P = 1(mod 3);q Z 2,3; pq? ¥ 1(mod 9) ;q 天 1(mod р). 


зан. 数论 导 引 
ЖЕ: 

DRO) = КО) 为 一 三 次 域 ; 

2)1,9,5 为 R(9) 的 一 组 整 底 ; 

DRD 中 没有 整数 使 





成 为 RCO) И. 
4) 试 在 RCO) 中 分 解 下 列 理想 数 : 
[2],[3],[p],[9]. 


SMR 位 Ж 


关于 单位 数 有 次 之 一 般 性 的 定理 :在 域 R(9) 之 所 有 单位 数 中 可 以 取出 + = r, 

Hral Aere WERO 中 之 任 一 单位 数 皆 可 以 表 为 
тї, 1=0,+1,#2,++ 

之 形式 ,此 处 p 是 某 一 单位 根 之 在 RC(9) 中 者 . 

为 简单 计 , 本 书 中 仅 研究 二 次 域 RCVD). 命 单位 数 为 十 yo, 则 

N(z+yw) =+1, 

所 以 只 要 求 出 这 个 方程 所 有 的 有 理 整数 解 ,就 得 到 RO VD) 中 所 有 的 单位 数 . 

因为 





Ма + yw) = (z + ym) (z+ yo”) 
а 
(6+2) =D, #D=1 (сюй, 


yD, # D = 2,3 (mod 4), 
MD <O, 
{2х + (ر‎ = ур = 4 
及 
ВЮ 1 
都 只 能 有 有 限 个 解 , 故 当 感 一 0 时 ,R(V 万 ) 内 只 有 有 限 个 单位 数 . FA wR OD) 
内 单位 数 之 个 数 , 则 不 难 证 明 当 A =~ 3, 一 4, 及 A <— 7 B w = 6,4,2. 
今 往 研究 D > 0 之 情况 ,此 时 
(ау: — yD 一 士 4 
及 
?-ур=+1 
均 为 第 十 章 之 Peli 方 程 . 故 在 ROD) tp — О g fF tE ВЕЛ КСО) 中 之 单位 
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数 皆 可 表 为 
И, n=0,41, +2, 
的 形式 . 7 称 为 RCVD) 的 基本 单位 数 . 
习题 . 试 证 车 基本 单位 数 = X +Y VD 的 系数 为 有 理 整数 , 则 X,Y 为 
w — D = NO 
的 最 小 正 整 数 解 . 若 X,Y ЖЕНЕ, f = uw 十 v VD 的 系数 wx,v 即 为 上 式 的 
最 小 正 整数 解 . 





$12. 理想 数 类 
二 主 理想 数 [a] 及 [A] 使 
TAs, 
则 此 二 理想 数 亩 之 属于 同一 理想 数 类 以 % BiZ. 
易 见 有 以 下 诸 性 质 : 
D A~ Us 


2) B A~ BM B~ A 

3) HA~ BB С, ~ G 

ORAS DN % 为 主 理想 数 , 且 逆 之 亦 然 

5) # A~ 3,6 — T, WJ MG ~ BD; 

6) 2:16 ~ BG, J A ~ V. 

因此 可 将 RCS) 上 所 有 的 理想 数 进行 分 类 , 称 为 理想 数 类 . 

定理 1 КО) 上 的 理想 数 类 之 个 数 有 限 . 

证 ;如 能 证 明 : 有 一 仅 与 R(9) 有 关 的 正 数 M 存 在 ,使 每 一 类 中 有 一 理想 数 见 适 
合 

мар < M. 

Жж HE E 4 TE Î , ЖАШ — [Bl E KY И O PE 38 СОЖ A И-Ы. 

жекс) 上 任何 理想 数 ,由 前 已 知 必 有 理想 数 W. E: 


с ~ o, 
若 能 选择 一 Bk 

AB ~ D, 
且 

мар < M, 


则 定理 已 经 证 明 . EA AB 一 AE, TRI 3 — G t. 


+ 36. 数论 导 引 
Яо, зш, HRO) 之 一 组 整 底 , 命 





M= Пао? I+ +| р, 
今 往 证 此 M 即 为 所 求 . 
取 自 然 数 上 适合 于 
CNW < +17, 
在 (kt 十 1)" 个 整数 
me + Fram, (а. = 0,1, yk) 
中 至 少 有 两 个 对 模 ИЖ, 
жап He + уш, = zian + “°= + нь, (mod W), 
此 处 0 < y, < k,0 < =. СА, ВИ КАРР 0 的 整数 
а= (yı — zı Den + + (y, — ze) 


在 中 之 中 ,因为 у. — =. 1А, В 





| No |= zu |< TI De lus |= ем 


<M: NW. 





Маж фи, 91 С], Са) = AV, W 
МОЮ МС) =| №а) I< M+ NW, 


亦 即 
ма) < M, 
定理 得 证 ， 
定理 2 命 h 为 R(9) 上 理想 数 类 的 类 数 , 则 任 一 理想 数 EAF 
—®©, 
W RRA + W MERE. 
证 : 命 
Wh 
代表 不 同 的 理想 数 类 , 则 
AA, ,AU 
亦 然 . 故 必 
3 ~ AM) С). 
亦 即 


% — DO. 
$13. 二 次 域 与 二 次 型 


шат й RVD) 的 基数 . 今 往 建立 RVD) 上 理想 数 类 与 以 A 为 判别 
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式 的 二 次 型 之 类 之 间 的 关系 . 
MAXRAD) 上 之 一 理想 数 , 并 设 wm ,a 为 和 的 一 组 基底 , 且 适 合 
ma: 一 aiaz = МОЮ VB, O 
此 处 a1 ,as 表示 аз sa: HHR. 
对 应 于 所 作 二 次 型 
Rasia Naiz tay) (mr азаа +a) 


= аг +bzy +су?, 
= Na) po Ма 二 aa) 一 No) 一 No) _ 
Bl алана +: HEAR Ma = j ору с 


NED а.с 均 为 有 理 整 数 .又 F(x,y) 之 判别 式 为 





b — hac = 


М Fry) 为 一 判别 式 为 A, 且 有 有 理 整 系数 的 二 次 型 . BK F(z,y) 为 属于 外 的 二 次 
я. 

МА <O MHRIOD) Ш, Оа > 0, 而 F(z,y) IRE. 

又 由 定义 ,不 难看 到 :车 取 a заг 经 过 所 的 所 有 适合 (1) 式 的 基底 ,就 可 得 到 所 
有 与 下 相似 的 二 次 型 . 

定理 1 对 于 任 一 以 A 为 判别 式 的 且 有 有 理 整 系数 的 不 定型 或 正定 型 

Р(х,у) = az! + ту + су, 

DF PBB N. ЕК ai sar ,使 下 属于 中 


ЕЖЕ а, 08 为 理想 数 


m= Б 





的 基底 . RS 适合 zx 一 z) = «сш? 为 一 整数 .又 因 
= t) + 8 
w=” 3 


恒 成 立 , 且 
AN مرک ا ا‎ < н t — a, 





۵= A, БУА, sw) b ++ 8 رھ — ا ے‎ 00) 6,6 8 
ыйы 2 2 4a 2 27 





А> 数论 导 引 





mL EE А, Hk a, А ЖК. 


# a > 0, 取 中 一 Ma = aa = "ЗУ ИА NOD 一 a, 由 此 作出 二 次 型 





(=+ Z0- Vay) (а ++у%®+у/®») 
an= [4.2558 уве. 


# a < 0, 因 为 我 们 不 讨论 定 负 型 , 故 A > 0, 取 
A= VAM 


= ат" + bey суб, 


Ra аа = ZÊ УЗ, аза WA A ZE LEC) 式 ,又 NOD 
一 一 ea. 由 此 作出 二 次 型 ,得 
—A[ar +-үФ®—/®»)(а« + + ¥0») 
—аА 





= а*'+ву+‹су!, (2) 
定理 得 证 

在 上 面 已 经 看 到 :车 下 属于 气 , 则 所 有 与 下 相似 的 二 次 型 亦 均 属 于 W. 但 是 ,对 
于 一 个 二 次 型 下 ,也 可 以 有 不 同 的 理想 数 A.B, F RF О.Л 9. 下 面 将 给 出 
її, иж. 

定义 1 PORAKA 926402 К.Ш о 与 8 使 

[а = [BJ 路 而 №(а8) > 0 

成 立 , 则 谓 之 狭义 相似 ,以 所 一 见 表 之 . 

显然 ,狭义 相似 乃 相似 之 一 种 特殊 情形 . 

定理 2 ”相似 型 属于 狭义 相似 之 理想 数 , 且 逆 之 亦 真 . 

Ж.В аза № B В: #00582, RARER CD 式 ,又 合 


_ Мах +a) -Nart fy) 
Р(х,у) = چ = رر ,یی‎ 


车 下 一 G, 则 有 一 组 有 理 整数 abvcvd 使 ad —& = 1, 且 使 
Faz +ву ск + dy) = G(x,y), 
亦 即 


N (am + ав + (ho + daly) _ Мах + by) у 
мар ND ` 





-ASE = оо, — e + da: = 
因为 ге ЕЕ а Fa, 也 能 使 G(z,1) = 0, 
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故 有 





ara- gf 
MARE Aa E 

ааз + са: = №8: RAF, 

bai +da: = А8, 或 8}. 
以 此 代入 (3) 得 

NQ) = = М>. 
今 谓 在 这 二 种 情况 中 ,只 能 
ва, + cs = №, be + da = №, OQ 
成 立 , 盖 车 不 然 , 将 有 
Сай — Бс) Саа? ала) =— 2” (ВВ В). 

亦 即 


мор VA =— NAND) VA, 
此 与 已 经 得 到 的 NO) > 0 HIF MR AREO 式 成 立 . 


由 定理 1.4 可 知 能 将 》 表 为 二 个 整数 之 商 如 及, 于 是 


ala) + сбааз) = Bı, blan) + dan) = Bu, (5) 
IN аал заа: Bi fp, ,用 ,为 理想 数 [ae]% 与 [8] 双 的 基底 ,又 因 ad — bc = 1,21 88, „Ве 
Ех 的 基底 ,于 是 得 到 

Саји = [8)%. 


X N[Ë )= NA > о, Моё) > о, A, 8 ARLAN. 


а 
BZR NUB ЖЕ ЖИД, ШАГ ap E 
[41% = (08, мор > 0. 
Фаза УВВ HA BLER НЕДА) 式 , 则 az, ,an 与 8,89: CaN 与 
[818 2 ЖК. 所 以 有 有 理 整 数 a,b,c, d 适合 | ad — c |= 1, 使 (5) 式 成 立 . 又 因 
Мой) > Osii a sa: У 8,8. ВС 式 , 故 ad — ic = 1. 又 因 
Мом = NND), 
所 以 (3) 式 成 立 , 亦 即 下 一 G, 定 理 得 证 . 
O ho 表示 理想 数 类 ( 非 狭 义 的 ) 的 类 数 ,而 以 h 表示 狭义 相似 意义 下 的 理想 数 
类 的 类 数 , 假 设 他 们 所 在 域 的 基数 为 A, 则 A 亦 即 以 A 为 判别 式 的 二 次 型 类 的 类 数 . 
Е: B.W А BRE = Г/Л, ЭРЫ һ 2h. $ Е ~ 3, 
则 有 整数 a,8 使 


аш. 


数论 导 引 





[al = [8)9. 
i) # À < 0,45 N(ag) > O, В A x В, BT DL ho = h. 
i) ¥ A > 0, 而 基本 单位 数 ?适合 NOD 一 一 1, 则 因 
[а]% = (813 = (918, 
而 N (aB) tj Майр) 必 有 一 为 正 , 故 此 时 也 有 及 一 见 , 而 ji = h. 


ii) # A > 0, 而 基本 单位 数 ) 适合 NOD = 1,W4 U = BRAR MEA A 一 


ГМА). kat ho = 1% 
故 得 





[Н ЖА<о RN A> о, Мор = 一 1 


h, ВАО, М Мр = 


>”, 
又 在 定理 11, 4. 4 PR d 为 卫 , 而 类 似 的 定义 e, 则 
-位 ЖАР 0, Мор 
Clp жаром ме 
再 由 第 十 二 章 中 所 得 关于 类 数 的 结果 ,可 得 ， 
定理 3 fh 表 理想 数 类 的 个 数 , 则 
Греј 
w 5 
— > ($), ж#л<о, 
^)) = 
2(2- (2) 7 ° 
я J 
m= H (sm 至 5) “t ‚ #л>о. 
例 1. 在 RG) fF, аа, 故 





№ = 


= 4 
=) 


#1 2. Е RCV) 中心 = 一 3,W = 6, 故 
Е. 6 ч (3 
= к=з? ( з 

41 3. ЕКС 5) ф.д = 一 20,W = 2,0 


۸ = ЕБ? (С?) 











= (+ (э )+ (= )+ (25°) 


И.Е RC /— 19) "PA =—19,W 一 2, 则 
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ма) 
= 0068) (+ (+ (+ (= 
+ (+ (+ (55*)+ (55*)}- 1. 


例 5. 在 RV2) ф.д = 8,e 一 3 十 2V2, 因 y= 1 二 YZ2 之 距 为 一 1, 且 其 平方 为 
' 故 为 域 之 基本 单位 数 . XA 


U +2" = TI (sin 











) 
= sin Esin = a+ D, 


Жһ =1. 
$14. № 


固定 一 个 二 次 域 RCVD) ,其 基数 为 A, 并 假定 本 节 中 所 述 及 的 理想 数 类 都 是 
在 狭义 相似 意义 下 的 理想 数 类 . 
定义 1 EKE Fy) 属于 理想 数 AME F(z,y) 的 特征 系 为 理想 数 中 


的 特征 系 . 亦 即 若 命 p,,… ,pp, A A HARATA 中 整数 = 之 使 (信号 Фл)= 
1 成 立 者 , 称 








NONDO) G = 1... 
G а= 
及 
ata) = <,  #D= 2 =3 (той, 
e) = (DERE, жа =2 (mod BD, 
Badela), # = 6(mod 8) 
为 理想 数 A 的 特征 系 . 


因 属于 同一 类 的 理想 数 有 相同 的 特征 系 ,因此 可 以 定义 理想 数 类 的 特征 系 . 

定义 2 二 个 具有 相同 特征 系 的 类 称 为 属于 同一 族 ,于 是 在 二 次 域 RCVD) 上 
的 理想 数 类 与 以 A 为 判别 式 的 原型 类 问 就 有 一 一 对 应 的 关系 . 

定理 1 ”理想 数 AD 的 特征 系 中 各 值 , 即 为 %[, 册 的 对 应 特征 值 的 乘积 . 

ERE a E A tH, PE BP, a8 E AB th. X 


* 442. 数论 导 引 


№). МФ _ Ме 
NOD NB) NAD’ 














及 
Моё) _ = NE МФ _ 
NAD FNQ l+ меду 1 (mod4)， 
NC | S (NG) y: _ Мор) ү _ 
(о) -1= (мш) -1+ (N) —1 сов ав», 
Ne) =. (NO = Мав) а е 
в (ара) = 1. (м4-24)- LA (Nagya) товаре. 
由 定理 立刻 得 到 : 


D 二 类 乘积 的 特征 系 即 为 二 类 特征 系 的 乘积 ; 

2) О) 52809) 在 同一 族 中 ,类 (WW) 533809) 在 同一 族 中 , 则 类 {3 } 
5009) 也 在 同一 族 中 . 

定义 3 称 单位 理想 数 只 所 属 之 类 为 主 类 , 主 类 所 属 之 族 为 主 族 . LE AY 一 
Cala 为 一 自然 数 , 则 称 类 { 见 } HRAN 之 逆 类 . 

由 定理 7. 1 可 知 任何 理想 数 类 的 逆 类 一 定 存在 . 又 

(DH) = (W). 

因 主 类 及 主 族 中 各 类 的 各 特征 值 都 是 1, 所 以 主 族 中 任何 二 类 的 乘积 还 在 主 族 中 ， 
主 族 中 任何 一 类 的 逆 类 还 在 主 族 中 .了 

定理 2 每 一 族 中 的 类 数 相 等 . 

证 :用 表示 主 族 ,而 用 (外) 表示 今 中 各 类 与 {%) 的 乘积 类 的 集合 . 若 将 所 有 
的 理想 数 类 分 为 若干 集合 ， 

RIRE TERE. DERRER E PT a) 

IEP (A) PEARKE 3.300... SW FH. 易 见 必 无 理想 数 类 间 时 属于 
(1) 中 二 个 不 同 的 集合 . 

由 定理 1, 可 知 (1) 中 任 一 集合 内 的 各 类 都 在 同一 族 中 . 又 (1) 中 不 同 的 集合 属 
于 不 同 的 族 ,所 以 (1) 中 每 一 集合 即 为 一 族 . 又 因 SOU) 中 任何 二 类 都 不 相同 , 故 得 
定理 . 

习题 1, 当 A > 0, 而 基本 单位 数 适合 NO) = 十 1 时 , 试 求 理想 数 [VA] 的 特征 
Ж. 

习题 2. 车 理想 数 A 的 特征 系 与 B яй BCVA] 的 特征 系 相同 , 则 称 A 与 б 为 属 
于 同一 族 (广义 的 ). 试 证 在 这 样 的 定义 之 下 KA~ B ABUA FAR, H E 
一 族 中 所 含 的 类 数 相同 . 


四 “全体 理想 数 类 对 类 的 乘积 成 一 群 , 主 族 中 各 类 对 此 运算 也 成 一 群 - 
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$15. 欧 几 里 得 域 与 单 域 


定义 1 Fhe = 1, 则 该 域 称 为 单 域 . 
显然 车 域 为 单 域 , 则 其 上 之 理想 数 都 是 主 理想 数 , 故 得 : 
定理 1 凡 单 域 中 整数 之 唯一 分 解 定理 成 立 . 
有 一 种 单 域 具有 与 有 理 数 域 很 相似 之 性 质 , 称 之 为 欧 几 里 得 域 . 
定义 2 Ф КОЛО) 中 任意 二 个 整数 6,7(9 天 0), 恒 有 二 整数 与 》 存在 ,使 
E= eq +A, | NQ) |< | NCD 1, а› 
则 该 域 称 为 欧 几 里 得 域 ,并 简称 之 为 欧 氏 域 . 
亦 可 定义 如 下 ， 
定义 3 FR RVD) 中 任意 一 数 5, 必 有 一 整数 使 
1Мм@—-ю|<1, D 
则 RCD) 称 为 欧 几 里 得 域 . 
定理 2 凡 欧 几 里 得 域 必 为 单 域 . 
证 :车 RCVD) 为 欧 几 里 得 域 , 欲 证 其 为 一 单 域 , 仅 须 证 明 RCVD) 上 每 一 理想 
数 均 为 主 理想 数 , 便 已 足够 . 
Mr AH ROD) 上 任何 一 个 理想 数 ,以 a на: 表示 中 的 一 组 基底 ,不 失 普 遍 性 我 
们 可 以 假定 
0<| Маз) |<| N(a:) |. 
由 ROD) 为 欧 儿 里 得 域 之 假定 ,可 知 有 整数 2, Ж В rk 
а: = ara, + В, | МОВ) |< | Nla) |. 
ЖЕ В + O, УЖ а. В 使 
a = aih +В, | МВ) | 一 | №) |, 





М | Ne | 为 一 有 限 的 自然 数 , 故 经 有 限 次 手续 后 , 必 能 得 到 整数 a 使 
A= Гаа) = [а], 

定理 得 证 . 

жез NAET KEKLER: 

RAED, RVD, УЕ) RAD ROTD. 

证 :1) # D = 2,3(mod 4). Kê = r+ s VD se = z+ y VDW) 式 变 为 对 任 

意 一 对 有 理 数 r,s HAMME y 使 
196—2) Dis- y} |< 1. ‹з› 
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= 去, 则 由 (3) 可 得 
ТТ < | Di<3. 


НЕ | D |> 3, 则 RADD < 0) 非 欧 几 里 得 域 . 
因 对 任何 有 理 数 r,s 恒 有 有 理 整数 +,y 使 
12144, y I< 1, 
р D 





,一 2， 
| = а). 06— y |<T+IDIT<1 
жу, КСМ D, ROTE) 为 欧 几 里 得 域 . 
2) # D = 1(mod 4). R 
a= r+: Б, к= х++уй +15), 
故 得 





("=== 25) 00-4) |< 1. w 
Mr == TMg 
+ IDI<IMIDI<15. 


故 当 D = 1(mod 4 时 , 仅 可 能 有 三 个 欧 几 里 得 域 RVD, RCV 7), 
R(V 一 1). 反 之 ,因为 对 任何 有 理 数 r,s 总 有 有 理 整 数 z,y 使 

la-yl<}. 
FHM D = 一 3, 一 7, 一 11 时 





<, 





(=) -26- 5) тн В<ь 
故此 三 城 确 为 欧 几 里 得 域 ,定理 得 证 . 

前 节 已 经 算出 коте) 之 类 数 是 1, 由 上 定理 可 知 其 非 欧 几 里 得 域 ,是 以 有 
非 欧 几 里 得 域 之 单 城 存在 . 

由 定理 12. 15.4 可 知 仅 有 有 限 个 虚 域 是 单 域 . 问题 在 于 究 刘 有 几 个 ?易于 算 
出 ,车 

р =—1,—2,—3,—7,— 11,— 19, — 43, —67,— 163, 

MW ROD) 是 单 域 .并 有 人 证 明 至 多 还 有 一 个 ,而 假如 存在 的 话 , 则 必 p < 
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<-5. 10. 
关于 实 欧 氏 域 的 问题 ,有 次 之 定理 : 
定理 4 RVD) HEM 


D = 2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29,33,37,41,57,73 


时 为 实 欧 氏 域 . 
其 证 明 超出 本 书 范围 , 故 略 去 . 


附注 ;关于 实 网 几时 得 域 的 问题 ,我 国 数学 家 杨 武 之 , 柯 召 、 闵 网 锥 及 作者 沸 曾 


有 贡献. 此 问题 基本 上 是 由 Davenport 最 后 解决 的 . 


$ 16. 判断 Mersenne 数 是 否 素数 之 Lucas 条 件 


今 先 使 定理 9. 5 在 二 次 域 RCVD)(D > 0) 中 更 精密 化 ,由 定理 10. 3 已 知 可 将 
全 体 有 理 素数 依 ( 兮 )-- 0, +1. 一 1 而 分 为 三 类 . 以 g 表 适合 ( 今 )= 1 之 素数 , 则 9 





O 


(2) 


= 5 以 7 表 适合 ( 今 )= 一 1 的 素数 ,本 身 在 RCVD) 中 即 为 素 理想 数 . 由 定理 9， 
5 可 知 , 若 只 fa, 则 
а! =1 (mod D), 
ХЖ га, 
= 1 (mod ғ). 
今 往 证 明 ， 


定理 1 设 gr 均 不 等 于 2, 若 4+e' 则 


ат! =1 (mod 4), 





Hirka WJ 
а = N(a) (mod r). 
显然 (1),(3) 等 价 ,而 由 (4) 可 得 (2). 
证 : 命 





а=а+Ь . 
z 
此 处 a,b 是 有 理 整数 ,而 命 p 为 任 一 奇 素数 , 则 由 Fermat 定理 可 得 
а аы VEAD ааъ (АА VB) 
= a+ (a+ ($)VE) (mod p. 
HOR p = q. W| 


(3) 


(4) 


46. 
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a" = атой q), 
即 得 (3) 式 ;车 p = r, W 
а = a(mod r), 
即 得 (4) R. 
今 往 研究 户 为 奇 素数 时 , Mersenne ЖС 
M=M,=2—1 
МНЯ. HA А> 0, 使 


HÆ RVD) 中 有 一 单位 数 e, 适 合 Ме) = 一 1, 则 命 
r= +e, 
其 中 же. 
ER2 M 为 素数 之 必要 且 充 分 之 条 件 为 
rm=0 (той М). 
证 ,1) 若 M 是 一 素数 . 由 (5) 可 知 M 是 一 ,由 定理 1 可 知 
e =-1 (mod М), 


et + s (+L) 
=” (f*1 +1) =0 (mod M). 
2) 假定 M 非 案 数 , 则 M 可 分 解 为 
M= qqr r, 
由 于 (5) 的 关系 , 故 M 的 素 因 子 中 必 至 少 有 一 ~ 存在 . 因 M | r, T 
e+e” =0(mod М), 
即 得 
e” ш—1 (mod M), 
平方 之 可 得 
е =1 (mod М). 
f BEM 的 一 个 素 理想 数 因子 ,而 命 ! 表 最 小 的 正 整数 使 
=1 (mod 
者 , 则 由 (8) 式 可 知 ! | 2 ,而 由 (7) йрй! = 27". 
若 册 是 某 一 个 4 的 因子 , 则 由 定理 1 已 知 
er = 1(mod №, 
27 | 9 一 1, 但 g 是 M 的 因子 ,不 能 大 于 M, 故 此 式 不 可 能 . 
若 员 是 某 一 个 ,再 由 定理 1 可 知 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 
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(mod ғ), 





即 得 

т 12(r 十 D)， 
故 

r= 2”m — 1. 
I r < M, 所 以 必须 mm = 1,r = M.B) M 为 一 素数 . 
B.R A = = 101/5). 因而 得 出 
rı = (та +5) р (а-ә) 

Ж p = 7,M, = 127,7. (т = 1,2,3,4,5,6) 对 模 127 之 剩余 为 

3,7,47,48,16,0, 
故 127 是 素数 . 当然 对 这 一 具体 问题 ,本 判断 条 件 并 未 显示 其 效力 . 但 在 证 明 687 位 
B Min = 2" 一 1 是 素数 时 ,此 定理 显 出 其 作用 ,虽然 仍 需 异 常 袍 长 之 计算 , 惟 此 
种 计算 已 归 人 用 计算 机 可 以 算出 之 范畴 . 在 数论 中 找 出 大 的 Mersenne 数 是 否 是 案 
数 ,一 般 即 用 此 类 方法 . 


8$17. 不 定 方 程 


代数 数论 之 重要 进展 之 一 一 一 理想 数 之 创造 乃 研究 Fermat 问题 之 产物 ,对 数 
学 之 发 展 而 言 ,此 一 概念 之 获得 实 远 重要 于 解决 一 个 难题 . 命 p 为 奇 案 数 ,p 一 
ee, AMEER RCo) 中 并 无 整数 使 

PHF +E =0, @ =o, а› 
则 Fermat 定理 当然 成 立 . 而 在 RCp) Ф е +7 可 以 分 解 为 一 次 式 , 故 问题 较 易 人 
手 .此 即 Kummer 研究 Fermat 问题 之 起 点 ,但 主要 难点 在 于 整数 之 唯一 分 解 定理 
不 复 存在 ,Kummer 即 由 此 而 创造 出 理想 数论 ,演变 至 今 ,已 成 为 数学 中 不 可 缺少 
的 重要 观念 . 

ЖТЖ Kummer 之 方法 并 不 简单 , 即 若 假定 RC) 中 唯一 分 解 定理 成 立 也 必需 
Kummer 之 一 深刻 定理 才能 解决 Fermat 问题 . 该 定理 为 :R(p) 中 之 一 个 单位 数 e 是 
另 一 单位 之 次 军 之 必要 且 充 分 条 件 为 与 一 有 理 数 对 模 (1 — ° 为 同 余 . 因此 本 
书 中 仅 能 举 两 个 极 简单 的 例子 而 已 . 

定理 1 ERD 中 并 无 整数 使 

f+ =, @ #0. O 

证 :在 域 ROTD 中 唯一 分 解 定理 真确 , 即 任 一 理想 数 都 是 主 理想 数 ,因此 不 
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失 普 遍 性 可 以 假定 (8,D = 1. 
DD 命 1 二 1 一 i, 则 A 是 一 不 可 分 解数 ,而 —— 2i 5 2 = i(1— D° 相 结合 . 又 
由 于 N(2) = 4, 故 RVD 内 之 整数 必 与 以 下 四 数 之 一 同 余 ,mod 2 
0,1,i,1—i. 
由 于 0,1 一 i 是 4 之 倍数 , 故 任 一 非 1 之 倍数 之 整数 = 必 适 合 于 
a 三 1 或 i(mod 2°), 





即 
а= 1+ВА a = i+B2, 
к 
а =1 (тойд). (2) 
SEERA RRE pr EAD RN eg PDH ЖА 之 倍数 , 盖 若 不 然 ,由 
(2) 及 (1) 可 知 
2= 7 (moda, 
HH 2 =, А | eof e = Ау АРУ НЯ 
A? = J'y (mod Аб), 
w 
7 =i (mod д), 
平方 之 并 由 (2) 式 可 知 
1=7 =—1 (moda. 
但 此 乃 不 可 能 之 事 , 故 6,39 中 必 有 一 为 4 之 倍数 . 又 由 于 对 称 关 系 , 故 不 妨 假定 1 | €, 
fh e= дп > Аха, АНН 
АЧ =t, п>1, А, (дәр = 1. 
2) 今 往 证 明 更 一 般 的 定理 . RVD PERN ry 
Qe = р, ЯМ, АР, (р = 1, nl (3) 
证 明 分 如 下 二 步 :第 一 步 : 若 (3) 式 有 解 , 则 必须 ”三 2; 第 二 步 : 若 (3) 式 对 n 有 解 ， 
则 对 = 一 1 也 有 解 ,于 是 得 出 矛盾 的 结果 ,而 得 定理 . 
若 有 整数 r 使 (3) RRE JD A Yr. 又 因 NQ) = 2, 故 r 必 与 1 FIR, 
mod à. 命 之 为 
т=ї+а, 
平方 之 得 出 
# = 1+2,4 А = 1+ A (под). 
又 由 (2) 式 可 知 
(mod 2°), w 





故 由 (3) 得 
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А (moda), 
所 以 必须 | 4, 故 
上 一 1 十 内 (5) 
т = 1+24 БИА = Halio). 
由 于 v,i 十 v 成 一 完全 剩余 系 ,mod 4, 故 
v(i+y) =0 (modà), 
因此 得 出 
Tl (той 5). 
由 (3) 及 (4) 可 知 
a" = р =0 (той А), 
МЫ n > 2. 
SME Srp EEO RK, n > 2, 则 得 
A" = (r T)(r + T). 
由 (5) 式 得 
т=1 (тойу), 


ЯМ, НРА, 


7 = +A)" =1 (moda). (6) 
故 有 
r= =0 (moda), с+ү=?=0 (moda). 
因为 
(ни) (Кае) 
故 从 
ач 一 тт Q 


ТНА О 必须 整除 此 二 因子 之 一 . 不妨 假定 *”” 能 整除 后 一 因子 , 盖 若 不 
Жы iy о 即 合 所 求 . 由 (7) 可 以 得 出 
к am, кет = ea" g(a pes (org) = 1), 
此 处 ei se: 是 两 个 单位 数 , 故 
= т = ,ی = رم‎ 
即 
ўво = Аоф. 


此 处 @ 一 一 全 ,et = а. 
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ШФ п > 2,4 (о, НС) 式 可 知 

Î = e (mod 2), 
由 (6) 得 

1 = в; (тоб А?), 
Ше 必须 是 十 1 或 1, 而 不 能 是 土 i. 即 

Аф = р Fe, Ape, (рв) =1, 

车 取 上 面 的 负 号 , 则 第 二 步 的 目的 已 达 , 若 取 下 面 的 正 号 , 则 可 以 i fü 7， 仍 得 同样 
的 结论 . 











定理 2 在 R(p)(p = 一 去 十 去 (=) EREN epr iE 
ё+ү+р=0, @ =o. (8) 

证 :Rlp) MA — WAR. РИВНЕ Се.) = 1. 

D fa = 1 — لام‎ 1= 0р) =- ,م‎ NQ) = 一 piX? = KE 


一 不 可 分 解数 ,而 所 有 的 整数 依 mod à 而 分 为 三 类 , 且 可 以 0,1, 一 1 表 之 , 故 若 
AYEW 
&€=+1 (modà). 


今 往 证 明 
ё=®1 (тойд). (9) 
若 能 证 明 取 十 号 之 情况 即 足 , 盖 不 然 可 以 一 & 代 & 而 得 出 同样 结果 . йе = 1+ 
BX, 可 得 


8—1=(€—D(e—p(e—p) = BABA+1—p(BA+1—p) 
= BABA + (ВА — PA = ВВ+ DG- P). 
由 于 ,8 十 1,8 一 pr 对 mod À ERRARE МО) = 3, 故 此 三 者 间 必 有 一 个 是 的 倍 
数 , 因 之 得 到 ,着 %+7. 则 
ТЕНИ (moda. ao 
$F +e. ME 
оер =+1+1+1 (moda. 
各 种 变化 仅 得 士 1, E3 EE ОАЕ — 1 所 整除 , 命 之 为 
t=, n21, Афу» 
即 得 
ё+ү+ї”'=0, (р =1, АРУ n21. 
2) 今 往 证 明 更 一 般 些 的 定理 . R(p) 中 无 整数 Eyy Ë 
Etta“ =0, (m , Айу, п>1, ар 
此 处 < 是 一 单位 数 . 如 定理 1, 证 明 仍 分 二 步 :第 一 步 : 若 (11) RAR Mn > 2, 
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二 步 : 若 (11) ARMY п— Кн 后 所 得 之 方程 也 有 解 ;于 是 将 得 到 矛盾 ,而 导出 
定理 . 
жар 有 解 , 则 由 (10) 可 知 
-a"r = +f =+1+1 (mod А. 
因为 十 1 十 1 及 一 1 一 1 非 X 之 倍数 , 故 可 知 
—а”у'=о (modX'), 





В n> 2. 
E epy NCD 式 的 解 , 因 1 = p = р (mod à) ,所 以 
Еър += g+ Стой А), 
Ж—а"у'=ё+ү = (€+ p) (€ ор) Ер) 的 三 个 因子 都 是 之 倍数 . 


НЕЕ, + MER, жн Cê, = gii EE 


пол 一 Єл = в, 可 得 (КЕЛ, л) = 1， 类 似 地 可 以 证 明 
+ +2 +n g+ 
(a A= 1,a (EEE) = яя 
-avy = леа + 
4 А А 


жан+тая— Н ИНЕ ЕЛ fA 整除 (不 然 ,可 以 四 


ЖоК р, 
有 十 一 аА, E+ аА", {+ = ole, a2) 
此 处 eves ses 为 单位 数 ,pwvwo 是 两 两 互 素 的 整数 , 且 无 一 为 》 之 倍数 . 
由 (12) 可 知 
0 一 上 9 十 p( 十 四 ) ++ 
= ap + д? + Ро, 
即 得 一 形 如 
V Беа + یع‎ p 
之 方程 ,此 处 ef ,es 也 是 单位 数 . 
由 (13) 可 知 





‚ (wa) 一 1， фи аз) 


У +e? =0 (moda), 
再 由 (10) 可 知 

+l+e=0 (modi), 
MASANE, р, р’ 中 仅 有 & 一 士 1 才能 适合 此 式 , 故 必 须 e =l, FE) 
式 又 为 (11) 之 形式 ,但 ”已 换 为 ”一 1, 故 定理 得 证 . 
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$18. 表 


在 节 末 的 二 个 附 表 中 给 出 了 所 有 适合 于 一 100 < D < 100 的 二 次 域 的 整 底 、 基 
数 、 域 上 的 理想 数 类 .与 理想 数 类 对 应 的 二 次 型 类 以 及 他 们 的 特征 系统 等 等 . 而 在 
第 二 个 表 中 更 给 出 了 o 的 连 分 数 表 示 与 域内 的 基本 单位 数 . 详细 言 之 : 

表 工 中 第 一 列 的 各 数 为 D 的 数值 ;第 二 列 为 域 RCVD) 中 的 wlw 的 定义 见 定 
理 4.6); 第 三 列表 示 域 的 基数 A; 第 四 列 中 各 理想 数 代表 域 RCVD) 上 的 理想 数 类 ， 
第 五 列 给 出 这 些 类 间 的 相互 关系 ;第 六 列 中 各 二 次 型 代表 与 理想 数 类 对 应 的 二 次 
型 类 ;而 第 七 列 则 给 出 这 些 二 次 型 类 的 特征 系统 . 

表 I 中 第 一 列 , 第 二 列 仍 是 D 的 数值 与 RCVD) 中 的 w; 第 三 列 中 的 各 连 分 数 
当 也 为 无 平方 因子 数 时 是 w 的 连 分 数 表示 ,而 当 D 内 含有 不 等 于 1 的 平方 因子 时 ， 
则 是 VD 的 连 分 数 表示 ;第 四 列 是 域 的 基数 A; 第 五 列 中 的 + 十 yYD, 当 VD 为 无 平 
方 因子 数 时 ,是 RVD) 内 的 基本 单位 数 ,而 当 D 内 含有 平方 因子 时 , 则 是 

-yD=+l1 
的 最 小 正 整数 解 ( 若 zx? — y D = 一 1 ARN z+ y DAA r — yD =—1, Ж 
zy x ур = 十 1); 第 六 列 是 N(z 十 y УР) ;第 七 列 是 域 ROVD) 上 的 理想 
数 类 ( 非 狭义 的 ) ;第 八 列表 出 了 各 类 间 的 关系 ;第 九 列 给 出 了 与 理想 数 类 对 应 的 二 
次 型 ;第 十 列 给 出 了 二 次 型 类 的 特征 系统 . 
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ж1 
p = n яек 类 ски | 特征 系统 
aj ут =x Ф 1 ay +1 
-| у -” 9 1 | z+ +1 
-з| É Ф 1 | e+m+ | +1 
-s| چ‎ w a| sess 
алж | 4 |зё+му+у 
-e| у 9 A| важу 
e, A| зая 
-1| = о 1 | заду + 
-0| ую |-Р w a| wess | ++ 
e. =m A| srz |- 
-n| E -u K 1 | sa+zy+y +1 
-u| Zm | w a| вижу | ++ 
anaty | A [itys] -1,-1 
-u 1.2 w | + | ++ 
G2+ TD | P [вечна | -1-1 
am |r| m+ | +s 
anaty | 1 [зву 
-s| EE | -3.5 w м | atots | ++ 
ал+ә А | + 35 + 29 
| Zm |- w r| nets 
вау |Р [itant 
Gt | P оноу 
Baym | 1 [вех 
-э| ER | -в w 1 | setat 
-a| уп par. w aaf tarty 
a+ m | 44: s tos +53 
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D n 2 | ик 类 | ин 
G. У A. т зу 
(21+ ут А [11z + 22у + 2y?) 
k Aa 一 2 1 Oo A 227 + у1 
Qe. == A llm + 2y 
-a| E | -n o r| etats 
(ызуу) ааа ча 
(ын) |, |o] ы 
% = 一 2 .13 o # 261 + у 
(5,3+ V=26) Л |7 + 6зу + 5у? 
aa+ m | [ortas 
(2. =) P 13 +y 
(3,2+ JET) Л [oz +4 + رة‎ | +1,+1 
(5.24 У) J |6:1+4ху +5 „е1 
-э| ув |-г.» Ф r| assy 
(3,2+ УВ) p [Me + 42у + ر3‎ 
Ga+ ZM Л | эл 
ал+ В) Л |1522 + ر2 + ری‎ 
аж м9) | # [вич 
(3.1+ JZ) J zm + 2zy + 3y 
-ю TETE Ф мА зау iays 
о. АА, I5 +2 |-1,-1,+1 
GV A 1022 +3 Hil 
(5, v- A в +5 j-1,+1 
a+ m) -n а р | ae+o+ + 
(2.0) F |а + ر2 + ر‎ +1 
aata | ر‎ [setat] +1 
-s as w Am| aesa brene 
ensym |an лаада, а 
G. y= A nrt Fl,+1,-1 
wst |a re rer +e hi i 
-u| ун | -ar @ n| ربع‎ | ++ 
54+ OD Л jior? +8zy +53] 一 1 一 1 
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D - a ET ЕЗ 次 型 
-a ам |r| позу 
вазу | 1 |тё+му+зу 
СУ a | зу 
(E5) | ш+шз+ы 
-a| улу | -aa w a| ness 
21+ УЗ» A 9з? + 22у + 2y?) 
一 38 一 2 19 O° 2 38х1 + у 
(3.2+ У 五 | 十 49 十 3 
azt | |tt 
em |r | nez 
(1,5+ Ув Л |9 + 10y + ر7‎ 
Ga+ m | 1 аузу 
-3.13 °› r [юнону 
anto n [se +зу+гу 
Gita) Л | ах? + Злу +y 
2.) J | з +зу2у7 
уй J-ren m r| arty 
azem | Л se +a +a? 
вз+у | 下 |aa+so+sy| 
(27.6+ =D P пажа 
a+ OD | [анау 
ал+ P | "ع6‎ + 22у +y 
Ga+ JAD | лич 
зл+ TD J [az try +3) 
-“ | w aaf eta 
am jan) визы 
am |a | мези 
a. д | пая 
< netay 
w r| sess 
вау |P |а -1-1 
ею |r| mere | ++ 
G22 | 1 hostit] —1.-1 















































4%. 数论 导 引 
р 5 n mm [^| сз ”| txs 
-at 一 人 7 а› г [че+у+е| +1 

e F |stats | + 
аажы p [вау | +1 
в. n [зач | + 
Gaita) ر‎ [зонаи + 
-s a+ vm -3.17 % | печи 
ал+ А | وود + تمه‎ +з 
-s| ея |-з.з o r| sery 
azt =m |Р r++ -1,-1 
сава YB) | p par +16 + ارو‎ ++ 
вазу | p |пе+му+зу| -1,-1 
вазу | n |stats] +1,+1 
G+ ED | J an+zm+az| -1,-1 
ss a+ vas -sn w F | اها‎ + лужу 
ал+ n вау 
Gto дзена | +1,41 
аә 1 | ++ رع‎ | -1,-1 
-s| улт poren AM| лечу уч 
1+ JED | AA виа +21, =1, +1 
am |a | вазы 
Ga+ =m | 4 паву +65 
-s| ул |-в.в w д | веку 
аул | 4 | виа 
—s a+ у -ss © P | se+a+ | +1 
(a+ 88) | јавува 
(ЕН) | ر‎ [ыыы | жэ 
а в در‎ | sa+y 
аъ ED | r вун 
аж | 1 зонаи 
Ga+ JD |А ir +в 
@.3+ =D lo + و + و6‎ 
алъ) | А [iett 
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D E 5 


me. E 








=e 


Tm. 





у pres 





-e| уй pees 














oD r 
32+ ZB) л 
ал+ № 
алки | л 

(2. = ^ 
Q+ 2D | p 
(1.6+ У № 
ал+у |1 


а› ы 
аз+у |” 
вау [л 





вазу | J 
апло+ у= | A? 


алам |a 
аам |А 
G |a 
в m 
вау |Р 
G, =s л 
вазу |I 
a+ =m |а” 
am |a 
(1,5+ 8 АЈ 
ем | л 
а 1 

а› 3 


(17.6+ / Кд 
Esty | 
ал+ у 1 
вазу [АЉ 

ae |a 
СЕЕ 
ал+) |A 





вну 


2y +‏ + رو 


за 


ны? + 125747; 


вну 


9a? + у + ر‎ 


Br + + Пу 


وة + اوا 


“m+ 


22 +3у 


واا + ا 


ر2 + وو 
їйї + ay +g‏ 
ва 十 六‏ 


5 二 12zy +1; 


lart + وی2‎ + 
237 зу 


5# +209 +23” 





22:2 + азу + رة‎ 


و + وه + Brt‏ 


iar + Igy + ПУ 


2127 аку зу 


зи + 42у + رھ‎ 


22:22 + 22у + 35 


3 + 22у + و2‎ | 1 


15а? + xy + Sy STERT 


па зу ву 
lort аду 


ر7 + وہ10 + за?‏ 








n+ 


ort + лу + nyh 


L-14 


ыы 





1 


bitit 





‚+1 








+1 


pitisi 


т 


1a + бау tey tita 


О 1 


#Б1,-1,+1 
ча, 


їз! +ызу+зу{-1,—1,+1 





1.+1,-1 



























































nesa 
D а a 理想 数 类 特征 系统 
-ю| vn Ен. АА ты +у hansi 
am ал, wern Piisi 
G6. A 14z 十 5 1, — 
(2, =m A 35 +2y |-1,+1, 
-n a+ ут -n r| паи +1 
Л [oz +3ry+2y +1 
n [ettres] + 
лови | +1 
Р | вечна | +1 
n |ш+му+зуә | + 
ر‎ |s+s+a + 
- ув |-в.в r| ness 
(7,5+ OT P аз? + ار + ر0[‎ 
(2.1+ у=) P |314#+%4у+2у') +1,+1 
(07,2+ У» J [Ne + блуту] -1,-1 
-u| Z |-в.м о | ness | зи 
1,6 + у=) J роз +12ry+ пу +1, +1 
(31+ У Л |25 + 22у +зу) +1,+1 
(3,2+ У Л |26m+4zy 十 3 +1,+1 
ast | л pet +o +d +1,41 
(54+ OTD А]* [18z 十 8m + Sy: 
64+ У АЈ? [152° + 8ху + 6" 
46.2 + УТ AJ: |131 十 4zy 十 67| 
451+ УФ AJ |152? + 25у + 552) 
о.м А 3741 Hy 
-n Heero o Fm | mt hastata 
3.24 И J rt ttry tasj, +1, 
ЕЕ) P b= + zy + М1, +1, +1 
(3.1+ УР J |2622 + 22+ зу" |1, +1. -1 
(65+ УТ АЈ? J?a? + 1059 +6711. —1, +1 
от A: llm+?y 上 1 一 1 一 1 
«1+ УТ AJ |132? +2zy +63 1,+1 
v А (2,1+ V=77) A |39:24+2ху+2у{+1,—1,—1 
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D - n яек = г] 

в Zm Безе m лм amiy 
am jaa) зач 
am |a | взу 
Gam |А | ва 

= a+ O) 一 19 O p | от +зу+у | + 
(EFE) | оланы эз 
ЕЯ) | ааз эз 
(s Em) | r [etor] + 
(dE) |; erate) + 

- = -v.a в r| ery 
a+ E | n иву 
avm |r| art 
ases | 1 e+e + 

«a+ -в < p | пачку 

GHE) |r [itso] +1 
(FEE) | ر‎ оку+ | + 

-s| уш preso = мА важу атт 
am ла ness [1,-1,+1 
(10,5+ М5) | A. | +-105у + Юу! 
алки А [4351 + 22у + ر2‎ | 

-s paa w | вау 
вам | r он +a +a 
92+ RE) Jp oz азуу +1,+1 
srs | r ра + روج ریه‎ -1-1 
anns мв | r [setot] +1,+1 
am |r| ва 
ата о | n |ва +1.+1 
sary | p овуз -1-1 
ал+ | n еу +1,+1 
ал+ус |) [вену 






































D Б а me а | сат 

=e a+ УЕ —з- а ETETE] 
BEE) | p реа гу 
OSET) | [чеки | ++ 
GT) | p s+ + 
(E) | r [визу | ++ 
(А+) |) 

-| уи |- w m 
Ga+ EM | fiie tiry tay 
ато мв | ле por +p + +1,+1 
Ga+ JED | r iar +e + 
ва+у | r [ait +8 +5 
(6.1+ В) J 52 + 22у + 6y 
a+ E | ° вечна 
s+ ED | n фон 10у +6 
(5.1+ JD J“ (18r? + 2xy + 5y | 
ааъ Мә орбиту 
ата+у | Л Prt + 16xy + 11, 
ам) | J межу 

-n| НЯ | -7 w м | зу 
УЕ) | л [вилы 

-a| узу [аа w мА tty 
ваз JET) | Ал, |1728 блу 6-1, =1, +1 
am |a| пазы Выль 
a+ =m | А artti- 

=м| ун | Ф л | sety | чи 
saty | سە +| ”ر‎ +s -1.-1 
Gs+ JD | n ренот +1,+1 
a+ AD | рову уй -1-1 
am |r| каги 
Q+ | p Ве+ночия 
2+ Cs | r |)W#+4+12 
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КОЕ 
р С a 理想 数 类 二 次 型 
GT | J [мш +2zy+5>| 
sar -5-19 о r | مرچ ود + تید‎ 
(215) | r | печь 
Л |6z+zy+4y | +1,+1 
G=) | олуи 
GEB) | л [вечна | se 
(ну) | p | вич 
Gaz Em) | [инь | и 
(зн) | مد+ دا ر‎ +2 
97 - m." o r| sery 
тв Em | n petit 
(21+ У Jt өг +2у+2у') +1,+1 
a+ m |I [межу -1.-1 





* 462. 数论 导 引 

















ат 
p| нева a | =+yv P] язя х| ин | wina 
2 e | ia |a| œ |1| жи +1 
3 зев | as |+] o |1] -rr | ++ 
ترو + کے‎ =te=t 
5 5 - دا‎ œ [а-а + 
в sn | ssa |+] o fif -er | чи 
+в 
"| 7T jerinde] sr |+| œ |1 I+: 
= ر و‎ 
8 (2.1.4) з+и |+1 
wj vB | ва |se | 3+ [il а) || оа | +u+1 
2. 0| 4| 5+2» 1-1 
nj /T | Dj |20 ложу] +1 | | | -uarw | ++ 
-е+пе | -n-i 
и зый тя ут | +1 
ı a+) (2.3) з 14a ادا‎ а | :| -se+o+ + 
«| VR зг] 7 2 jissej +| o fif -ar | а 
-#+w | -1-1 


Вене а چ‎ |+| œ faj ава p++ 
дави ыы 


| ИБ 





antf | аныр 
лә +y =, 
-м'-му+тук1,-1 


а [а [лажа +1 





n | s+ 
17+4 | +1 
| VE kainanga] * °18 hotas vi + | w |1| -iet | ++ 











-#+зу | -45-1 
2 Е 9+2 v5 | +1 
ahata reisg | зет 2+. |+] œ [а | -i++ 
رق + روس کو‎ 
4,1,2,4.2, 
=| | د‎ ротар унй +1 | o |1] -zery | +1,41 
































ааа 
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p| < акажа | =+yv paseja] wm 
23| v 西 [ria aaj 2.3 [2445 У +1| w [1] Szer 
-=+зу 
ia ыг] змя | +1 
z| У | (s.o) [2-3] srv |-1| œ |а| —we+x 
2. mA | — 1r +2y 
2 [5.3.10] 26+5 /Т| +1 
路 [5-3.2,3,10] 27+24 И +1 
29 ل‎ (ы 29 2+e |-i| o а | -mto+y +1 
30 vw [5,2,10] В*5* 2] 1+2 09| +1 (O) |А | 3032 +y 1.41.41 
ии ыы 
2.30) А | 152 +25 |-1,—1,+1 
ами Hi 
af ут [Риа шулуу} | ау | зы 
зала) 
фичи 
32 лла, +3 | +1 
зэ Урачы сз, ла] з | ны |+ | œ |а |-и +1,+1 
ви | -1,-1 
м уш Беллаја ar lste | +1 | œ faf -ursy | ++ 
-#+му | ++ 
31+ = Па? +25у 
мю |А ry 
-ity 
+n 
a| VE | ва peset в |а | œ faf зав pitisi 
язву -1-1 
ал+ | -ma+ 
лә А ‘3 Fihti -1 
= 2:1 — 22у 
пу 
зт Ta+/6 cain.) | 7 5+2. |-1| œ |1| -+y +1 
38| УЗЕ | (6.622 | 2-19 |з7+6 v| +1 | (1 fif зу 
= +зву 


шш. 数论 导 引 


















































N = 
р w 连 分 数 表示 a x+y 3D 理想 数 | 类 二 次 型 特征 系统 
3 Уз | (во В.7-1425+4 S| +1] с) lae 一 e+ FMT, TITI 
чи Pastasa 
aas него 
лә +2 
а 
+19y 
* [6.32] 19+3 s| +1 
3.1.2.2, = lor + 
а hara ° a | z+ w |1 M +1 
1,57 + 
ef A | wii pedise ао jaf -erty 
-a + ر42‎ 
2.9) A | ау 
—2 + ر21‎ 
43 E . |2 43 | e+ /8 +1 D 1 -rty ++I 
1304.8] 
-rty 1 
tsini. 
“ I 99+30 / +1 
К КЕ 
06.1.2,2, 
“Á А 1+24 Я +1 
85] 
зал, 
“ i ‚| «23 smsa +1 | د‎ |1) at | ++ 
лаза 
و6 + ا‎ 
好 | VT fois] нат | ат ут | +1 w |1| маи 
و‎ ПУ 
а 61,12] 7+ 15 | +1 
7.143 1+ 0 | =1 
S| МТ | [yj per вот мт +1] w jaj межу 
واو قي‎ 
3. SD A | 172243 baii 
ر17 + یو‎ 
одла, 
52 ñ m 
s | 
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2 с 
D| “< аяна a | z+yVD C нава) скы | wanu 
=n 
зз ан) Gn | ss | sr。|- о | w. +1 
3 +» 
0,2 
s я ss +66 ИЯ +1 
ERDI 
s| AS prizan -seris +1 | œ а ssn+y 
=a + ر55‎ 
@а+ | a+ 
5 2y + 2y 
ETE 
E hirê + 
+1у 
зв ео 1542/55 | +1 
43. “hen 
sha ° 3.19 | rw | +1 | |а > |+. 
+ 
-ray | 
+w 
58 2* +29 [09-13 58| 一 1 «ә |4: - 5822 + y: +*1.+1 
2. | A | -227 | -1,-1 
s 2.59 poseo И +1 | o |1] -sty | +a 
ыла Aj 
им 
ad niga 31+4 | +1 
1 ا‎ -isr зу 
o lav) ia | @ | +< œ |1 
ИЕ СЕ ч 
m” Tili + 
1 4 * А 
ss аж ылу | s18 | 7+ о |а 
ва] ^ 
s| ув “melesta +1) œ [а 
иву 
(3, VE А | — 222° +3у' 1, 二 1 一 1 
a +2 þr- 








































































































Баса 数论 导 引 
men | 类 | ски | 特征 系统 
а› 1 — 671 +y +1, +1 
—= + 
k. 8.4.16) 33+4 8 | +1 
1 арга -17r + ay 
ө ®1, | 3-23 | n+ |+] w fa ا‎ 4+1. +1 
-ny 
жиу 
(8.2.1.2, 
o| в ch Ботева зо Иа œ || رج‎ 
1,2,16) 
و + ا‎ 
2. | A | за 
ر5 + ا‎ 
вал, 
n| ут (FT ап bmrm |а faf nt |а 
1,2,2,16] 
+n | -ul 
= [8.2.16] 17+2 | +1 
š [ыз 
лз parva ‚ | n gras) |د‎ а) | ودعو‎ + 
masai) 
mi 
x уп anlar УМ а | œ lal -nerts | +ntr 
1,16] 
aT А | -arty 
15 [aaa 26+3 5| +1 
ads 
% ss mem. +1 
1,4,21,16) 
А -19x + ay 
teii [rn] <s |+| oœ [а +41 
+7 
-#-» 
+ وو‎ 
| уш лав sare lt | œ faf e+ Вече 
ати ризы 
w. уу — 392 +2 Hii +l 
ау fni 
э| уз вит вото ув] +1) w || 一 e+ | turi 
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Е ж 
D) < алат) a | z+yYD | m mmm *| wm 
>D, 
тя 
ва+| „| ета : 
ую +s 
-at 
++ 
+25 
важ | ви +25 
лә + شوو‎ 
за 2; 
У | ++ 
+26 
ы (8.1.16 9+ 0 | +1 
e| VE | bm |а| они |-1| om вену | ++ 
ва+| „| ину 
У +з 
ns] ar +a | +1. +1 
ва+ |, | вич 
м +37 
s| VF | codis | 2-83 аи] +| @› í| чу | ++ 
ву 1.-1 
ko: (9.5.18) 55+6 И | +1 
аа + 
85 ач) [5] 4+. |-1| œ [л "©. ¿+£ 
+и 
=з +5, 
^ > | -ui 
+s 
s| A 1] sentry | +141 
+в 
вт УТ | 9328 ES 2843 | +1 | CD |л'| -sty jti + 
-rasy jiti- 
ағы 
Бал я 1+1 
+> 
一 2 
了 
| 1, 






















































































一 -一 一 
Ne 
D| < |жана) a | s+ [о яв | 特征 系统 
Ë 
с. 
а 97 +21 ИВ +1 
1, 
CEREN -z+ 
89 Lara 0 У дат лоб | -1 | а |1 ны +1 
1.1.4.5) +y 
x (9.2.8) 19+2 VW | +1 
п № 154+ 
я| Ar | o [а 
ай 165 УТ 
ал+ 
A 
м 
28-2 
| 
+y 
daa, ия+ 
” + 
аала] w 
+ 
1 ¿š = 
эз 0+ | зз | 13+am |+ | |1 ++ 
EÀ [5,3,9] £? 
РЕ 
А |а 
Dian, +s 
тын, a | 203285 w |а| -ма+ n+ 
“| уй 1.4 +1 Justy | +, 
М9 аваа, znos уй 
3.2.118) зеки? 
s 2-5-9 зонаи o |] -oset 
=r شروو ج‎ 
аа+| | ааа 
А > а, 
> + 
а 
$9 Lisni 
жау 
9% 49+5 /5 | +1 
i аа + 
эт a+ o7 oss +e -i| œ |1 +1 
z +> 
98 9+10 8| +1 
э 10+ 4/99 | +1 











第 十 七 章 ”代数 数 与 超越 数 


$1. 超越 数 之 存在 定理 


一 实数 可 以 视 为 直线 上 之 一 点 . 一 组 实数 称 为 一 个 点 集 .例如 :| 二 | ,n 一 1,2， 


e RAR. 所 有 的 有 理 数 成 一 点 集 . 所 有 а, 之 间 的 实数 也 成 一 点 集 . 

定义 1 如 果 两 点 集 之 点 间 可 以 建立 一 个 一 对 一 的 对 应 关系 , 则 此 二 点 集 谢 
ZRH. HZR A RKB 中 ,对 应 于 A 之 任 一 点 ,B 中 有 唯一 点 与 之 对 应 , 且 其 逆 亦 
К. ХЖ SHER OA ЧА ИЖ, GD # A УВ И B 5A БЫ, 
Gi) # A Bj B,B Bj C ИЖ, W| A Bj C Ж. 

例 1. (jon = 12.3, йй дй ч пижын. 

WN 2. 适 合 于 0 < <<1 之 实数 所 成 之 集 与 适合 于 1< у<2 之 实数 ?所 成 
йин. 

定义 2 凡 与 自然 数 集 同 宕 之 集 调 之 无 限 可 数 集 . FRETT MIR 3 Ar BUR W k 
为 可 数 集 。 

故 自然 数 集 是 可 数 集 , (Lon = 1,2,3,… 是 可 数 集 . 任 一 贰 是 一 可 数 集 。 

定理 1 可 数 个 可 数 集 之 总 集 仍 为 可 数 集 . 

证 : 命 Mi Mi， 为 可 数 个 可 数 集 . 更 全 


М, = las sag 11). 








总 集 是 
аһ а: an аш“ 
я a 


аһ an 





依 箭 向 排列 : 


an saus аш ya sam sas 





5470. 数论 导 引 
故 得 定理 . 


定理 2 有理数 集 是 可 数 集 - 
证 :由 定理 1 可 知 ,在 人 只 需 证 明 :0 与 1 之 间 的 有 理 数 成 一 可 数 集 即 足 . 将 0 与 








故 得 定理 . 
定理 3 (0,1) 之 间 诸 实数 所 成 之 集 为 不 可 数 集 . 
证 :着 定理 不 成 立 , 则 可 设 (0,1) 之 间 诸 实数 已 排 成 


之 形 , 以 小 数 表 此 诸 数 , 则 得 
a; = 0.auaaaa"", 0<а, < 9. 
作 一 数 
В = 0. 5, "Бн, 
此 处 





а. +1, #0<а,<5,; 
е. #6 <a, <9. 
有 是 (0,1) 之 间 的 一 实数 ,但 并 不 等 于 任 一 ai, 因 为 其 中 第 i 位 小 数 不 同 . Л — ¥ 
Ж. (并 须 注意 :在 小 数 表示 法 中 
0.12 = 0.11999…， 
而 现在 8 之 小 数 中 9 及 0 并 不 出 现 . ) 


习题 1. 求 出 定理 2 之 证 明 中 全 (Cavb) = D 之 地 位 . 


习题 2. 证 明 可 数 集 之 分 集 为 可 数 集 . 
前 章 已 定义 :一 代数 数 乃 适合 方程 
ag Бате + +a = 0 
之 根 ,此 处 a,,a,-1，,…,ao 是 有 理 整数 . HARTI SPR , Н. а, Z 0,WJk ERA n 次 
的 代数 数 . 若 a, = 1, 则 此 & 称 为 n 次 的 代数 整数 . 
жиі 诸 代数 数 所 成 之 集 是 可 数 的 
证 : 命 





N= n+] а. | 十 | ami | 十 … 十 | ao |. 
显然 N 2 2. 对 同一 N, 仅 有 有 限 个 多 项 式 . 每 一 个 多 项 式 的 根 数 也 有 限 . 故 有 同一 
N 的 代数 数 是 有 限 的 . 此 诸 代数 数 所 成 之 集 以 Ex KZ. 今 列 出 
E, Ез, 
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命 EN 表 巨 vs 中 之 数 而 不 在 E;,… Exi 之 中 者 所 成 之 集 . 如 此 , 则 得 
Ez, E5 ,es Es s 
为 可 数 个 有 限 集 . 由 定理 1 可 知 其 总 集 为 可 数 集 . 定理 已 明 . 
定义 3 非 代数 数 之 数 称 为 超越 数 . 
定理 5 ”有 超越 数 存在 . 
证 :由 定理 3 及 习题 2, 已 知 所 有 的 实数 成 一 不 可 数 集 , 而 实 代数 数 乃 一 可 数 
集 , 故 得 定理 . 








$2. Liouville 定理 及 超越 数 例子 
定理 1(Liouville) ” 任 一 ”次 实 代数 数 不 能 有 =” 级 以 上 之 有 理 渐 近 分 数 . 即 若 
是 一 次 代数 数 , 则 对 任 一 8 > 0 及 A > 0, 适 合 不 等 式 
„Жый. 
|41 ° 


之 有 理 整 数 解 (p,q) 的 对 数 有 限 . 
证 ; 设 8 适 合 于 
f(D = af" Ба + = + as = 0. 
显然 有 一 数 M = MCE) 存在 ,使 当 y 在 $ 一 1 < y < ЕН 
| fO) |< M. 


着 有 有 理 数 公 (q > 0) 与 4 接近 ,可 设 6 一 1< Ë Сет А f (f )# о, 
如 是 显然 有 


/(#)= s£) re = (2-го, 


ЖР 与 6 之 间 , 故 


(2) 

B Е -= 

|e 到 ГРОТ М 

故 对 任 一 二 0 及 A 二 0,(1) 式 的 有 理 整 数 解 (p,q) 的 对 数 有 限 . 
今 举 出 两 个 作 超越 数 之 方法 : 


定理 2 


гат. 


数论 导 引 








t-i 
及 
A: сй. ¿A 
10 + 109 + 107 + 
W A ti 8 8. 
证 :1) 命 
a= рү Же" т =, а= 10" 
则 





2 2 
< тетт = 7 
此 可 以 任意 , 故 由 定理 1 可 知 & 不 是 代数 数 . 
2) 命 


=. 12 S 
f“ 10 + To + TOT + 
ХЯ p/a 为 其 第 nn 个 渐 近 值 , 则 
= 2 |< < 
9. | аат 
现在 arr = 10", H 


а <a +1, та НЕ ан +1 a>, 


= [0,a saray J, 





故 
q. < (a А1) 6а, +1) Са, +1) 


因此 





如 1) ,可知 & 力 超越 数 . 
习题 . 作出 一 不 可 数 集 ,其 中 每 一 数 都 是 超越 数 . 
提示 Ва < a, < a; < ا‎ 


1 
T e 9 
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是 一 超越 数 . 
$3. 代数 数 的 有 理 逼 近 定理 


本 节 之 目的 在 于 将 定理 2. 1 更 精密 化 . 命 < 为 最 小 正 数 ,使 对 任 与 之 n(>> 2) 次 
实 代数 数 6, 当 ，> “时 ,不 等 式 
вот 
[+ 
仅 有 有 限 对 有 理 整 数 解 (,9)(4 > O). Hi ERE 2. 1 El «e < n. Thue TEM T « < n 
+1. Siegel ЕЙ << min (s+ ). Dyson ЕЙ k < V 玩 .直至 1955 年 ,此 问题 


FH Roth 所 解决 . 彼 证 明 x < 2. 此 结果 为 至 善 者 ,因为 对 任 一 无 理 数 #, 常 有 无 限 
对 整数 (p,q)(q > 0) 使 


zgje}, 

| 引 < 去 

定理 1(Roth) ” 命 8 为 任 一 非 有 理 数 之 代数 数 . 则 对 任 一 6 > 0, 适 合 不 等 式 
(ê< ш 


之 有 理 整数 解 (p,9)(q > 0) 数 有 限 . 
本 节 之 证 明 为 经 简化 后 之 证 明 @, 但 仍 较 复杂 ,初学 者 可 以 从 略 . 
1. 预备 知识 
首先 证 明 不 妨 假定 为 代数 整数 . 若 5 为 不 可 化 多 项 式 
fG) = ал" + a,x" Ба 
之 零点 ,此 处 evav a "a. 是 有 理 整数 , 则 习 知 ae = 7 为 代数 整数 , 且 适 合 
Дау" +° ага, = 0. 
车 对 于 代数 整数 ,定理 1 成 立 , 而 对 于 非 整数 之 代数 数 6, 定理 1 不 成 立 , 换 言 之 ,对 
于 某 6 > 0,(1) 式 有 无 限 多 组 有 理 整数 解 (p,q)(g > 0), 则 当 q 充分 大 时 有 
т-ве, 9] 


故 得 矛盾 ,因此 只 要 对 代数 数 证 明定 理 1 BOTI. 
f 





sla D. (3) 


а = max(l, | amı |+ 


Ф J J. W. S. Cassels, An introduction то Diophantine Approximation, Camb. Univ. Press, 1957. 


ан. 数论 导 引 





又 记 

Кано) = У) СО ој Ori ri GEP CG rja) 为 实数 )， 
|<, 
сез 


网 = шах | CG 
АЕН h in iE 








$1 жк ЕЙ. R... ЖЖ. HF R 中 ,变数 z, WKY r 
于 R,.… 中 ,x 的 次 数 不 超 过 r。 — i, CH i, > r, BR, а. МАЕ. 还 有 估 


计 








ү. 
h 


(сооз зеш, w 





此 处 二 项 式 展开 系数 人 都 是 整数 . 由 于 当 0 < i < j < 时 有 


()< 3$ ()= a+ sy © 
故 得 引 理 ， 
Фа ттан 为 任意 实数 及 5 "ss. 为 任意 正 整数 . 又 记 


Еб Кузель Бу) = У) yiya Ram, 
<; 


(6) 








MI 





WH RIEN Ca tran) 关于 (5 sss) 之 指标 , 记 作 ind R. 易 知 除 尺 恒 等 于 零 外 。， 
指标 是 存在 的 ,而 当 尺 恒 等 于 零 时 , 则 定义 ind R Jy co. 
512 #ind 表示 在 点 (ol tsan) RFCs s.) 的 指标 , 则 





CDind А, = ind R У) =, 

(iDind (R + S) > min(ind R,ind S), 

Giiind RS = ind R + ind S. 

证 : GO. GD 是 显然 的 . SEY Gii). вз = э, 
# 


及 IT = ind R. 则 由 (6) 可 知 





Rea НЙ yı на, у) 
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ЕЯ 2 ВЕН. 由 此 易 证 (iii). 
2. R(x z.) 的 构造 . 
313 e> 0 为 任意 正 数 ， 
т> 8те? 《7) 
为 整数 ,此 处 为 /(zx) 之 次 数 及 r，，,…,r 为 任意 正 整数 . 则 存在 有 有 理 整 系数 之 








EARR ern) EKF r, 之 次 数 不 超过 r,(1 < p< m) НЯ, 
G) 不 恒 等 于 零 ,(ii) 在 (6,…,6) 关于 (rm r.) 之 指标 至 少 为 
"а-ә (8) 
及 (iii) 有 估计 
R< yte 4(a 十 1D)， (9) 
此 处 a 由 (3) EX. 


证 明 引 3 之 前 , 先 证 以 下 诸 引 . 
314 #O<M< Na, 为 有 理 整 数 , 且 | a, |< A(A21.1<;<M.1< 
kS N , 则 有 一 组 非 全 为 零 之 有 理 整 数 т, ,zx 适合 于 





anm 十 ……+anzw 一 0，1<j<M， ао) 
及 
la |< [МА], 1<k<N. ар 
证 : 命 
У = ала, + Hayan, 1j SM. 
则 此 变形 变 有 理 整 数组 (x, ,… ,zs) 为 有 理 整 数组 (y,,… ,yw). 又 记 
H = (‹мА›#®], 
则 得 
МА <(H+ S, 
所 以 
NAH +1< NACH +1) < (H+ š, a2) 
对 于 任意 满足 
о<ы <H, 1<k<N as 
之 一 组 整数 (zi ,zw) ИЯ 
—В,Н <y,<C,H, B,+C,< NA, с 


此 处 一 B; 与 C, 分 别 表示 y, 中 负 系 数 与 正 系数 之 和 , ORR у, 可 到 之 值 不 超过 
NAH 十 1, 适 合 (13) 之 整数 组 (zi ,… ,zx) RY CH + 1)" ,而 它们 所 对 应 之 整数 组 
(э, тэм) 不 超过 (NAH +199. 由 (12) 可 知 (H 十 DN > (NAH 十 D*, 所 以 必定 


+416+ 数论 导 引 


有 两 组 不 同 之 整数 (zx,…,z 和 ) Ба неа) РИ E O зум). @ zı = 
аа ay = тут зу. Солк) 为 一 组 非 全 为 零 之 整数 , 且 适 合 (10) 与 
《11), 引 理 证 完 . 
引 5 对 于 任意 非 负 整数 !, 背 存在 有 理 整 数 cj” (0 < j < n) 满足 
€ =a + +a 








及 
Гао |< atD', 0<j <n 
此 处 。 由 (3) 定义 
证 , 当 ! < ”时 , 引 理 显然 成 立 . 当 ! > ”时 ,由 于 
E =- ai a 
及 


¢ = peg атаа 
故 由 归纳 法 易 得 引 理 . 
36 ”对 于 任意 正 整数 nm ，…,r- HERA > 0, 适 合 不 等 式 
Ў b<}, OSi <s <i. S ru 
ZHER Ci svi.) 不 超过 
(nD FAT (т, + Dee (ra +0. as) 
HE: т = 1 时 , 若 ) > 1, 则 解数 为 零 , 若 ) < 1, 则 解数 不 超过 n 十 1, 故 引 理 
成 立 , 现在 假定 m > 1 及 引 理 对 于 小 于 m 的 整数 成 立 . 今 往 证 明 引 理 对 m 亦 成 立 . 
我 们 可 以 假定 
А> (2mt>1, (16) 


否则 引 理 显然 成 立 . BIE r = ra 及 i = i, 则 由 归纳 法 可 知 整数 组 站,…，ir， 不 超 
过 








Cm =2} (1—1 +Ë) о +1). an 
易 知 


as) 





又 由 (16) 可 得 
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-i> (1~ )>* (1-1). аз» 
EAD Е = i, 关于 r- = 0,1,“ yr, 求 和 . 则 由 (18),(19) 可 知 引 理 对 т 亦 成 





立 , 故 由 归纳 法 即 得 引 理 . 
ЗІЗ 的 证 明 ic 
Вия) = У) СО dat arte › 
<, 
此 处 СО ој) 为 
N = Gr + DG. +1) 20) 
个 待定 有 理 整数 . 
对 于 所 有 满足 
Ў ё <1на-о (21) 
的 非 负 整数 疡 ，…in , 需 有 
Ка оф = 0. (22) 
车 对 于 任意 py 有 i, > 7,, 则 (22) 显然 成 立 , 故 可 以 假定 
0<i Sn, 1<u<m. (23) 


#91 5 № (22) 左 端 所 有 的 方 宕 都 用 1,6,…,6 表示 出 来 . 由 于 1,6,…,6 ' 在 有 
理 数 域 上 是 线性 独立 的 , 故 得 ”个 关于 C(j ој) 的 有 有 理 整 系数 的 线性 方程 . 
由 (4) 及 引 5 可 知 这 些 方程 之 系数 为 形 如 


他) 人 je， 0<j<n (24) 


之 整数 ,此 处 
1= ен < r H Fra. 
故 由 (5) 及 引 5 可 知 (24) 为 绝对 值 不 超过 


А = (2а+ 2)" (25) 
之 整数 . 
在 引 6 à = wme. 则 由 (7) 及 引 6 可 知 方程 之 总 数 M 满足 估计 
M< ит) Ge) N < +N. (26) 


故 由 引 4 可 知 存在 不 全 为 零 之 有 理 整数 组 СС =) 满足 (21),(22),(23) ,而且 
| CC з...) |< (NAS < NA < уст. 





引 理 证 完 . 
3. К 在 接近 ($,…,6) 的 有 理 点 处 的 性 质 . 
37 9.2 0.р.0 < < m) 为 有 理 整数 及 


*а18. кюе з 





x= Pa Iw I< g, (27) 
此 处 
$ 
°<8< 1 (28) 
命 e 为 任意 适合 下 二 关系 式 的 数 
è 
s< (< (29) 
4, > 64(a + Dmax, | |), 1< u Sm. (30) 
又 命 ru r. 为 任意 适合 
"11064: < r,logq, < (1 十 e)rilogg:， 1<и<т (31) 


的 正 整数 , 则 如 引 3 构造 的 REA PE P=) RFE ro) 之 指标 至 少 为 











(32) 
HE ffi. 为 任意 满足 
3 эп 
4, < ` (33) 
之 非 负 整数 , 置 
Teza) = Ви, Gn), 
则 引 理 归结 为 证 明 
2 
HCR 
由 引 1 与 引 3 可 知 了 有 有 理 整 系 数 且 


Ms "+. 
因 T 关 于 xz, 的 次 数 不 超过 r,, 所 以 工 的 项 数 不 超 过 (m + Р-Н. 十 1) < 27". 
由 引 1 可 知 对 于 任意 非 负 整数 访 ,… ,i. Wí 





ЕЕС) 
< (r 4 Deer + 1) + 2 (2y) a (max(1, | € 09 
< itn, у, =Вутах(1, | £ |D. (34) 


由 引 2, 引 3G, (29) 与 (33) 可 知 了 在 点 (6,…,6) EFO orn) 的 指标 至 少 为 
мао > Фи(1—‹—4г)> (1-13). (35) 
由 (6) 与 (27) 可 知 


т(2 = „т.е ро (36) 
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此 处 由 (35) TAGO 右 端 诸 i, 需 满足 


(37) 








,由 (27),(31) 可 知 


一 log | peys [> (2+8) У) Лова, 


> @+ тва. У) Ë > (2+ nlogg ° 3 人 (1 -38) 


> (1+18) (1-3з)а +e" ржа 
但 由 (28),(29) 得 
(1+2) (1- 32) =1+1за-э> 1+ > ato. 
故 得 
| f qe |< Сат ча)". (38) 
由 于 (36) 右上 端的 项 数 不 超 过 (m + Cra 十 1) 217777, LE (9), (30), (34) 得 


Фу, = l6ymax(1, | € |) = 64(a + Птаха, | € |) < qf, 
所 以 由 (34),(36),(38) 得 


aiae T (2 








2-)|< Целе, <£ 
на “(名 ,ee 如) 为 有 理 整 数 ,所 以 它 必需 是 零 , 引 理 证 完 . 
4. 整 系数 多 项 式 在 有 理 点 处 的 性 质 . 


引 8 ® 
=. 

w= шт, = 24-2" (15) n (39) 

此 处 m HEMME 
<< ao) 

fli or. 为 满足 
wr 1Жни<т ар 

WERK M aq > 0,р, 为 互 素 的 整数 且 满 足 

9429. 15и<”, (42) 
g>, 1<н<т. (43) 


KM Sn san) 为 有 有 理 整 系数 非 便 等 于 零 之 多 项 式 , 它 关于 z 之 次 数 不 超 过 
ra <, <m RE 


° 480 ° 数论 导 引 
[51< «о, (44) 
m SER (PERF ота) 之 指标 不 超过 


记 微 分 算 子 








Эт 
FRR i teetin 为 A 的 阶 . 若 Al，,…,As 的 阶 分 别 不 超过 0,…,h 一 1 及 фт 
H ху, ,zn 的 函数 , 则 行列 式 

lapi а<іј < (46) 


Ж фу, 之 广义 Wronskian. 当 关 一 1, 阶 为 1 一 1 的 算 于 只 有 站 让. 行列 式 
Ре 
аг 











(1 < ij < h) 即 为 普通 Wronskian. (ВЖ, ЧА l,m > 1 8.” X. 


Wronskian 不 止 一 个 . 

命 册 ,办 为 ziy…vzo 的 有 有 理 系数 的 有 理 函 数 ( 即 两 个 有 有 理 系数 的 多 项 
RZAD. 若 有 一 组 不 全 为 零 之 有 理 数 c,,… ,cs 使 

аф оф =0, (47) 

则 此 m 个 有 理 函 数 称 为 线性 互 依 ,不 然则 称 为 线性 独立 . 

在 证 明 引 8 之 前 , 先 证 次 之 引 理 . 

引 9 рут 为 xi,…vze 的 线性 独立 有 理 函数 , 则 其 广义 Wronskian 
中 ,至 少 有 一 个 不 恒 等 于 零 . 

证 : 当 h = 1 时 , 仅 有 的 Wronskian 即 为 $1, 故 引 理 成 立 . 现在 假定 h > 1 及 引 
理 对 小 于 4 的 正 整数 都 成 立 . 今 往 证 明 引 理 对 亦 成 立 . 

Му = 0 为 (47) 型 之 关系 式 , 故 可 以 假定 页 = 0.10 

# =. 1515. 

由 微 商 规律 可 知 гг 之 每 一 Wronskian W П] & ЕР 出 ,加 之 
Wronskian 乘 以 有 理 函 数 ( 即 уг! 之 微 商 ) 之 和 . MTOR фое 有 不 恒 等 于 零 之 
Wronskian, 则 如，,…,p RAR. 又 易 知 $ ,… 亦 是 线性 独立 的 . 故 不 妨 假定 












#=1. 
若 内 = c( 有 理 数 ), 则 ç, — су, = 0. 此 不 可 能 . 因此 有 某 变 数 ,不 妨 假定 为 z ,使 
h zo. (48) 
Эл, 
车 有 非 全 为 零 之 有 理 数 c，… ,cs 使 
apa (49) 


与 zi 无关, 则 由 (48) FIRI cx rc, 中 至 少 有 一 个 非 零 . 不 妨 假定 c; © 0. 还 可 以 假 
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Ж cı = 1. 显然 将 p: 换 为 表达 式 (49),Wronskian 是 不 变 的 . 故 不 妨 假定 
28: ~ o. 


Эт, 
继续 这 一 步 又 ,最 后 可 知 存在 正 整 数 人 满足 1 СА Ak 
а... 2 — q (50) 


Эт, Эх, 


A E 是 线性 独立 的 , 由 归纳 法 假定 可 知 存在 阶 分 别 不 超过 0,…,k 一 1 


Эт, 
МИ A ，…Ax 使 行列 式 
W. =| Ap 150 (1<їу<Ю. 
同 理 可 知 存在 阶 分 别 不 超过 0,…,h 一 一 1 的 微分 算 子 Ax ,Ar 使 行列 式 


a |° G@<ij<. 
л 








j. MISS 
А . а 
А т" ELESEN 
М A, 的 阶 不 超过 i 一 1, 由 (50) 可 知行 列 式 
lag l= Ж.и, #0 ё, А). 

НЕ. 

引 8 的 证 明 OO m = 1 时 , 若 

saas (E) esse (p) 0s (2). 

则 


Se) = (а =) тс) = (qun — pq TEx). 
7 


MFC sq) 一 1, 所 以 由 定理 1. 13.2 可 知 97T(z,) 为 有 有 理 整 系数 之 多 项 式 , 故 
5021) 之 首 项 系数 应 为 qi 之 倍数 . 由 (39) 与 (44) 得 
q <[S]< z: = qf. 
即 得 
сел. 

HF SE p/a ЖЕ r, 之 指标 为 /ri , 故 得 引 理 . 

现在 假定 m1 及 引 理 对 小 于 mw 的 正 整 数 成 立 . 今 往 证 明 引 理 对 m 亦 成 立 . М 
先 将 S 表 为 


S= SD fz ze p (za), 6D 
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此 处 各 与 ,为 有 有 理 系数 的 多 项 式 . 先 说明 这 种 表 法 是 可 能 的 , 例如 取 h = r, +1 
Bp = 区" 即 可 .从 所 有 这 种 表 法 中 ,选取 一 个 表 法 ,其 为 最 小 者 , 则 

5+1. (52) 
SEEN ФЕ НИЕ 2 рор 为 线性 独立 的 . 倘若 不 然 , 若 有 不 全 为 零 之 有 理 
атто 使 





а + Нов, =0, 
不 妨 假 定 c。 + 0, 则 得 表达 式 


s= нь 04), 


JX tj h ЭЛЯ НЯН. 同 理 可 证 由 ,内 亦 为 线性 独立 的 . 故 由 引 9 可 知行 列 式 
1 











Uiz.) = ولچ‎ |٥ (<j <. (53) 
同 理 可 知 存在 微分 算 子 
此 处 
++ Si-1<Sk-1<r, (54) 
使 行列 式 
Маа) =| Aig 1960 (< ij SD. (55) 
记 行 列 式 





1 


W(z yzo) = т=з" T 


则 由 (51),(53),(55) 得 


Say | а<іј <А). (56) 


1 ән 
а зн] 
= Ша) za). 


axl a 
Е бутуш = S= 
所 以 由 引 1 及 (56) 可 知 W 有 有 理 整 系数 . 因此 由 定理 1. 13.2 可 知 存在 有 有 理 数 系 


数 之 多 项 式 wx(zo) Hj vlas те) 使 





0 (57) 








МС soz) = ulan DUCT дна). 
由 于 (57) 关于 z, 之 次 数 不 超 过 7,(1 < и < т), W XF т, 之 次 数 不 超 过 hr。 
(<, <m. 

由 引 1 及 (44) 得 


Ба | agri 
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因 任 意 之 项 数 皆 不 超过 (m 十 D)…(r- 十 了 之 2 全 及 由 (52) 可 知行 列 式 
W 的 展开 式 中 的 乘积 个 数 不 超过 Ah < АК! < hr- < 2*- , 故 由 (41),(43) 得 
[WIS Ahn + Dr + De 2де 
< @ ro < (qn < q>. 
因 uv 都 有 有 理 整 系数 ,所 以 
[els q, [l< q. (58) 





现在 合 
w= wmo = Fom 1,55). 
将 归纳 法 假定 用 于 оС vz ,并 以 mm 一 1 CM mohr hr. DIRE ris 


т „® Же, 在 (41)，(43) 中 以 2% fü о, (58) 代替 (44)， 则 得 "在 点 





(Be BERF On aro) НЕЖИН, Ж эл эл.) 看 作 л, 


а 
== ВЗК. 则 由 指标 之 定义 可 知 E (2r BE) RF Cr rora) 之 指标 不 超过 
ГМ 
12' 

类 似 地 ,由 (42),(58) Mul < 2. 又 易 知 

w= omo < 1 (1.5). 

BE EYAR BLE T иб) JELA LAEM ти APY o ИВ ИВ ассо) 在 
(тоот нивеа 


由 引 Gi 可 知 W = ev ЧЕ (бен а) ЖЗ rra) 的 指标 满足 
ا‎ Ы i. (59) 


Pa 





命 9 表示 Sz) ЧЕ (Bir е) RF Cara) 之 指标 . 则 由 引 2, 
‹39)(т > 1) ,(41) ,(54) TA Syu 相应 之 指标 不 小 于 
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因 指标 是 非 负 的 ,所 以 展开 行列 式 (56), 由 引 2 即 得 


ө> }У)ушах(ә— 5-1,0) 


故 由 (59) 即 得 








к“ Уушах(9—#=1„о)< S1 < £, 
Jt l < h< r. +1. 
# 92 Q — )/r.,W(60) 之 左 端 等 于 
үз k PNP ° 1 
9+2 (9-"="]> 1, 


Mo < те < 引 理 成 立 . 

#0 < (h— D/ras MHF h < r. + 1< 27,0060) 之 左 端 等 于 
90.) +1) _ [5.4 + 

h 2А 





> ъй, 
所 以 8 < e. 引 理 证 完 . 

5. 定 理 1 的 证 明 . 

假定 


е2 |а, ч>0, 


(60) 


(61 


有 无 限 多 组 整数 解 p,q. 因 4 非 有 理 数 , 故 可 假定 其 中 有 无 限 多 组 满足 关系 (p,q) = 
1. 倘若 不 然 , 则 当 q 无 限 增 大 时 ,将 与 某 固定 之 有 理 数 无 限 接近 , 即 等 于 该 有 理 


数 , 故 得 矛盾 . 
J ê WHE O< a< 1/12, 80028) 成 立 .我 们 逐步 取 各 参数 如 下 ， 
Се 为 任意 满足 0 < e < 8/20 的 正 数 ,换言之 ,(29),(40) 成 立 . 


Gim 为 任意 大 于 8ne ' 的 整数 ,换言之 ,(7) BSL sm ve) 则 由 (39) 定义 . 
(НО рна 为 (61) 的 一 组 解 ,此 处 9 充分 大 使 (30),(43) 对 于 yp 二 1 成 立 ,并 使 


下 式 成 立 
ШИ, у=4(а+1). 
Чу) 逐步 选取 (61) 的 解 p,,q,(2 < p < m) 使 满足 


ова, > logg, (1 < < m. 


(62) 


(63) 
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由 于 (61) 有 无 限 多 组 解 , 故 这 样 选取 是 可 能 的 . XE qa > q. > … 


可 知 对 于 1 < < m,(30) 与 (43) Ш. 
Су 选取 r, 充分 大 使 
arlogg: > logq-. 
(vi) 4 2 < a < m Bl, fy 





тош 
| ht 


则 由 (64) 得 
"ова < r,logq, 
< nlogg + logg, < (1 + e)rilogqi » 
这 就 是 (31) 与 (42). 又 由 (63) 与 (66) 得 


ш, > ilog > erilogg，_ 27а п овд 
„© Toga, лова, Tan loggi 


> 201+7 > r, 


这 就 是 (41). 


>ш, нан) 


(64) 


(65) 


(66) 


313 与 引 ? ЖИНИМ W EWE. 由 (9) 与 (62) 可 知 引 3 中 给 出 的 R 适合 





Ви < < qf, 


故 尺 满足 引 8 中 加 于 S 的 条 件 . 引 8 中 其 他 庄 条 件 亦 党 满足 ,因此 由 引 7 af R {E 
(Bh DERF Cn оте) 之 指标 至 少 为 名 ,而 由 引 8 可知 这 一 指标 不 超过 < 从 


T o <È <e, Mo <a < SE, ТТ T e I DERN, 可 以 任意 大 , 故 


нт. EIER. 
$4. Roth 定理 之 应 用 


定理 1 йп>зҗ 
zy) = ba" + л”! + ву" 
为 一 不 可 化 齐 次 多 项 式 ,其 系数 为 有 理 整 数 . 又 设 
(х,у) = „У ву 
为 一 次 数 至 多 为 n 一 3 之 有 理 系 数 多 项 式 . 则 不 定 方程 
ть) = вск, 

至 多 有 有 限 对 整数 解 (z,y). 

证 :我 们 只 需 考虑 


а› 
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lzl<lyl 
之 情形 (对 [= [>| y | 之 情形 ,处 理 之 方法 相同 ). у = 0 之 解 至 多 为 1. 故我 们 仅 限 
于 讨论 y > 0 之 解 . Ф аа. 为 方程 
fan =0 
之 根 ,G = max(l g, 1). 则 由 (1 , 即 得 
| (z¬ ау) бс ag) | < G1 + 2y + + (я—2)у?) 
<ra, ص‎ 
ВО — utk 
lz=ay |< ay t 
(с, RAFÈ сое ос ВЖЕ. 
Щр vy 大 于 一 适当 大 之 cs 时 ， 
1z 一 ay |= | (а, —a,)y + (rz—ay) |< oay—ay < су, (3) 
故 由 (2) 及 (3) 即 得 


1z 一 ay I< 5 
或 





由 定理 3. 1, 此 不 等 式 仅 有 有 限 多 组 解 ; 若 y < c ,情形 乃 属 显然 ,定理 即 得 证 明 . 

定理 2(Thue) Hn>3K 

(х,у) = boz ауф ву" 
为 一 有 理 整 系数 之 不 可 化 齐 次 多 项 式 ,a 为 有 理 整 数 , 则 
(х,у) = a 

仅 有 有 限 多 组 整数 解 . 

证 :此 乃 上 定理 之 一 特别 情形 . 

定理 3(Thue) ”上 定理 中 如 已 假定 a 取 0, 则 可 不 必 假 定 g(z,y) 为 不 可 化 ,但 


须 假定 5(z,?) 非 一 次 式 之 n 方 及 二 次 式 之 所 № 


证 : 若 g(z) = g(z,1) 不 可 化 , 固 匆 待 论 .车 g(z) Jy тС 3) 次 不 可 化 多 项 
А (=) 之 乘 方 , 即 
&(z) = (2)), 
则 问题 一 变 而 为 解 方程 ук у” ат". Жат" 是 一 有 理 整数 , 则 问题 化 为 定理 2 


之 情形 . гат" 非 有 理 整 数 , 则 此 方程 显然 无 解 . 今 假定 
(z) = g (006.00), 
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gı (=) 与 g: (z) 分 别 为 次 与 :次 整 系数 多 项 式 , 且 其 间 无 公 因子 . 如 是 ,所 讨论 之 
问题 一 变 而 为 求解 
ук (б), ув: (= ш, a= aa. 
Ea Ма, ‚а, 仅 有 有 限 对 . # ЖШ —## у 关 0, 土 1, 则 
Ув) = а, ув) 一 az 
有 公 根 , 即 
а (в (z) = at (g; (z). 

EH gı (=) 与 gz(z) 无 公 因子 ,又 gz(z) Atag (z) Ata HERRE MRT. y= 
0, 士 1 之 情况 十 分 显然 ,不 更 . 

附注 :定理 中 a £0 ЕЖЕ, —y = 0 有 无 限 多 组 解 , 又 (sr + y)" 
= а", (27—20) = 1 篆 有 无 限 多 组 解 , 故 其 他 条 件 亦 不 可 少 . 


$ 5. Thue 定理 之 应 用 


定理 1(Landau-OstrowskirThue) п > 3,67 — 4ас # 0,a Z 0,4 Z 0. Ж 
定 方程 
ау? + by +c = dr" a) 
仅 有 有 限 个 解 . 
证 :由 (1) 可 知 
(ay + b)! — (b — 4ac) = 4айх". 
ж 
yl (0 — tac) = 4айх" 
仅 有 有 限 个 解 , 则 原 式 亦 然 . 因 之 ,在 今后 之 讨论 中 ,不 妨 假定 a = 1,5 = 0. MAR 
Е п 23,63 0,152 08$, 
ا = ۾ = ر‎ 2 
仅 有 有 限 个 解 . 
ПЕНУ т: ДИ 
‹у—т)(у+т) = Ш". 
Мох омут. $ x Z 0, ут. 又 因 车 +2ml, 则 不 能 同时 为 
y +m Ë y 一 m 的 素 因 子 . 故 能 将 y 十 m 和 y 一 m 表 成 如 下 形式 : 
y+m =+ f. 0<r <n—1, 
y—m =+ pb m", O<s <n-1, 
其 中 рур 为 2m 的 素 因子 ,因此 9 与 + 都 只 能 取 有 限 个 非 零 之 值 . 
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又 对 于 一 组 g 关 0,t 关 0,f(z) = gz" 一 + 无 重 根 , 故 能 适合 定理 4.3 的 条 件 , 因 


此 不 定 方程 
qe" — tw" = 2m 
只 能 有 有 限 组 非 零 解答 .定理 得 证 . 
DH REF, 
МЕ, k>0; 
Э 
i TRT, k<o. 
今 只 需 研究 (2) Xh z > 0 之 解 , 即 讨论 








y—-k= ц", xz>0 
HAM. f x,y 为 (3) 的 任何 一 组 解 . 则 由 定理 6. 10.5 可 知 有 整数 "及 q, 使 
|#-= <= 0 <ч< x. 

w 

ут = ss, 
则 有 

151< УЕ 
及 


s= qy (mod z). 
X fy 





则 因 非 平方 数 , 故 天 O: X B (6) 及 (3) 可 知 : 
$ — ak = ФСУ —Ю = фі" = 0(mod z), 
故 :为 一 整数 . XE 


< (SEELY < (EEL аку, 
故 对 于 给 定 的 及 上 ,整数 :只 能 取 有 限 个 非 零 之 值 . 
再 命 
p- 8000, اوج سم‎ 
则 易 见 
y+) = =". 
由 于 


(=g = (900—9) —rz)* = СА, + А,д)Су— д0 + (— О", 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 
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故 得 
х"В = (s—q)"(y+ д) = (А, HADO — k) + С "(+ 9) 
= (A, ЖА)" + СА, HADT" = (A; + Adz", 








亦 即 
в = А; +A, (8) 
JE A Are As RAS zry 有 关 的 整数 . 
因 
1у1+191< УГЕГЕГИ =" + УГЕТ < ARIFIT + VTET) 
及 
1з !+4191</х+Ут VIET = Уха + VIED, 
故 得 
ІА + А,д | = | +» | 
<а+уТЕУСТЕТЕТТ + ИТЕР. 
于 是 由 
As = ТОА HAD + СА, =A, 
及 





УСА, HAD — (A, — Аи, 


可 知 对 于 给 定 的 mkv 整数 As As 只 能 取 有 限 个 不 同 的 值 , 亦 即 B 之 个 数 有 限 , 又 
已 知 1 之 个 数 也 有 限 , 所 以 对 于 给 定 的 n,k,l, 只 有 有 限 个 方程 (7). 
由 (7) 式 得 
ty +8) = (А, FAD (з + 99)", 
及 
ty 一 及 一 А, А, — д9)". 
于 是 
м = LCA, + AG + 9" — СА, ADG g]. D 


当 mt( 天 0),4s A 已 与 , 若 能 证 明 上 式 右边 为 一 适合 定理 4.3 假定 的 整 系数 多 项 
R g(s,q), 则 (9) 式 只 能 有 有 限 组 整数 解 (s,9) ,于 是 再 由 (7) 式 , 可 知 只 能 有 有 限 
个 不 同 的 y, 因 之 (2) 式 也 只 能 有 有 限 组 整数 解 (z,y) ,而 定理 明 烽 . 

KUEN g(s,q) 适合 定理 4. 3 的 假定 ,只 需 证 明 


f = 4ta; HAD (= + 9)" — (A; 一 Asp)(z 一 及 
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无 重 根 即 足 ,但 此 为 显然 之 事 , 盖 车 不 然 , 设 

Гс) =0, f(2) =0 
НАЗ = = z。, 则 z, 必 适 合 





















АЖА (в—д\' (дү 
А; Ад — 29) = (5) 
ےو‎ 
RE Ty 一 1, 此 不 可 能 . 故 得 定理 . 


习题 1. п 为 一 奇数 > 1. 依次 排列 自然 数 之 平方 及 nn 次 方 
1 = z, < zs < xs <<" 
证 明 
жы — z, — e°, 
习题 2. 命 (8) = mine —[e],[e] + 1— €, 
lim тшу = co, 
Te 


$6. e 之 超越 性 


前 已 证 明 超越 数 之 存在 性 , 且 实数 中 几乎 全 部 是 超越 数 , 盖 代 数 数 集 仅 一 可 数 
KE. 今 转 而 发 问 : 某 一 定数 是 否 为 超越 数 , 如 ,rsinl 等 是 否 为 超越 数 . 此 种 问 
题 , 远 较 前 之 笼统 的 存在 性 为 难 . 本 节 及 下 节 中 将 证 明 en 之 超越 性 , 但 迄今 为 止 
数学 家 仍 无 人 能 证 明 e + = 为 超越 数 或 否 . 又 如 Euler 常数 


= lim(1+4+ +T №) 





是 否 为 超越 数 亦 为 一 未 能 证 明之 难题 . 不 仅 如 此 , 且 无 人 能 证 明 y 为 无 理 数 或 否 . 
此 乃 著名 之 Hilbert 第 七 问题 之 一 部 分 ,其 另 一 部 分 将 为 $$ 8 一 10 论证 之 主题 , 
定理 1 。 非 有 理 数 . 
证 :如 能 证 明 e 非 有 理 数 即 得 定理 . 命 
e" =e +e, 
此 处 


(мей FE CH 
le COE 





< 


Йе | 1 БЕ, 1 8 1 
о<с ОЕ SAN GEN < tt Dt: 
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0 < 1.0 < = <l, 
即 
те! = nta. + тур С D™ 
决 不 是 一 整数 . 
定理 2 命 
fa) = Daz", 
Fe) = DIP), Ез 一 Flz) = Фа), 

则 
特别 ,有 

FO = Dam! 
м 


lQ) = |$) me Уа | 
ا ا‎ 
< lal ЁЎ Га РИ т)! 


= ااا‎ х: zl <e” D) Lan Ila 17 
定理 3(Hermite) “是 超越 数 . 
证 :假定 。 适 合 于 P(z) ,而 








Pa = Barz, юз#0т>0, 
此 处 gs 是 有 理 整数 . 命 p 为 一 素数 > max(m, | gç |). XÊ 
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ama- ۾‎ 
f = Dr = Уа" Са, = а, (ру). 
ШТА) 一 0 之 请 重 根 , 故 可 书 为 


fay = Dz! + Apt + 





(р 1)! 
— B,.(z — D)” + Bpaa la — + === 
(p~! 


此 处 A,B W HERR. 由 此 f(x) 做 出 定理 2 中 之 F(z) 及 Qa). WJ 
0 = FOP = FO) У ae" 
= SDF + Ува. 
又 已 知 
УР = Р + a Ў) 


O 


= go((m!)? + pA, + +) Ува В, + PCP + B, aa ++), 
= 


此 乃 一 有 理 整数 . 于 上 式 右边 p Y ge Ст!) CR SON W р 之 依 数 , 故 


` 





АР |2 1. 


车 能 证 明 , 有 一 素数 p> max(m, | gs 1), 使 


| Ува |< 1, 
则 由 (1) 式 引 出 和 矛盾. 由 定理 2 可 知 只 需 证 明 , 对 一 固定 的 <, 当 p — co tf 


Утаа 0 





即 足 , 此 点 之 证 明 极 易 : 


+=” 


— о. 





Ўта Пе 





рп! 


$7. x 之 超越 性 


定理 1 r 非 有 理 数 . 
ЛЕ: л = >а MOOO 是 有 理 整数 , 命 
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ри кат 


及 
F(z) = f(z) — f” (z) + f G) e + С "f" (z), 
易 见 F(z) 及 其 导数 当 z = 0 及 r 时 取 整 数值 , 即 FCO) 及 F(x) 是 整数 . $ 


а Е(х)созл) = (F(z) 十 F(z))sinz = fCz)sinz, 
故 得 
[[reosinzaz = РОО — Fo 


是 一 整数 
但 当 0 过 zx 二 x 及 nn 充分 大 时 ,有 
га". 1 


0 < /nsinr < E 





故 得 
0< [| rensinndz < 1. 


D 与 (1) жи, ще. 
定理 2(Lindemann) x 是 超越 数 . 


а› 


(2) 


证 :由 于 i 是 代数 数 ,又 由 于 二 代数 数 之 积 及 商 仍 为 代数 数 ,可 知 У ix RI 


是 代数 数 ,或 同时 非 代数 数 , 故 只 需 证 明 ix 非 代数 数 即 足 . 
假定 ix 适合 于 
уба) = ax" Кат =0, а>0, 
则 air 适合 于 
а) наат 
又 因为 ix 5 ain 同 为 代数 数 或 否 , 今 只 需 证 明 aix 适合 
Р(у) = y" +k. y” 0, m>0 





为 不 可 能 . 
命 
PO) = J] o-a). 
因为 1 十 ee = 0, 故 只 需 证 明 


R= [Ice +e) жо. 


RR 可 以 写成 
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R=c+ Det уе" + 
Sete tette, 
于 此 ,c 为 2" 项 中 指数 之 和 为 零 者 之 个 数 ,而 及,…, 及 不 为 零 . 


fr ARA > max(c,a, Шаа |). 
ау Î caz аво" " 
f =——mr s Pet 
与 定理 6. 3 之 证 明 相似 ,可 得 
Аа + Ay te 
fe) = 


TDI 
= WAY ypa l-A + 
(p—D! г 


ЗИ A Жар," sag, 之 对 称 函 数 , 故 亦 为 oz, ,… saa, 之 对 称 函 数 ,为 有 理 整数 ， 
H А, # 0(mod р). 
做 对 应 之 F(z) 及 Q(z), 则 


FOR = FO) (c + Уа)= EFO + УР) + DA), 
я я я 


于 此 ， 
ceF(0) = ce(Api + pA, +) 


为 一 有 理 整数 ,但 非 p 之 倍数 . 又 
DEE = Ут + PCD + Dya +) 
а “ 
= БУ + p+ Dorm += 
=P + рр + ca +, 
Cp sepat 为 a pet ag, ини, няни. Ууд) РЖ. 因而 
[ео + ко |>1. 
今 只 需 证 明 , 当 p 充分 大 时 
[е |-<1, 
即 当 = 固定 时 


im} |a Из =0. 
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НЕМ р со 时 


а 1х Пса Iz 1+аіа 1)” 
> کچ م چاو‎ 
故 得 定理 . 
附注 :此 定理 也 回答 了 只 用 圆规 直 尺 不 能 “化 圆 为 方 "的 问题 . 即 不 能 用 圆规 及 
直 尺 作 一 线段 其 长 等 于 单位 圆 之 弧 长 之 问题 . 
习题 1. 若 $ 是 有 理 数 , 则 sinh £ 是 超越 数 . 
习题 2. 证 明 e 是 超越 数 . 因 之 证 明 sinl 是 超越 数 . 


$8. Hilbert 第 七 问题 


在 1900 年 Hilbert 曾 列举 23 个 数学 上 未 解决 之 问题 . 其 中 之 第 七 个 问题 ( 除 已 
见于 %6 之 一 部 分 外 ) 为 

车 a 是 一 代数 数 取 0,1, 又 8 是 一 非 有 理 数 之 代数 数 , 问 of 是 否 是 超越 数 , 他 并 
举 出 两 例 : 即 能 否 证 明 24 及 e = (一 1)” 是 超越 数 . 

关于 此 一 问题 之 第 一 个 重要 贡献 是 在 1929 年 由 苏联 数学 家 A. О. Гельфонд 所 
给 出 , 彼 证 明 e 是 超越 数 ,并 指出 其 方法 可 以 解决 8 在 任意 虚 二 次 域 中 之 Hilbert 
问题 . 1930 4: Кузьмин 将 Гельфонд 之 方法 推 到 实 二 次 域 . 特别 证 明了 27 是 超越 
数 .在 1934 年 Гельфонд 与 Schneider 独立 地 解决 了 Hilbert 问题 

在 Hilbert 领 述 此 问题 时 ,曾经 提起 ,此 问题 之 解决 将 后 于 Riemann 推测 及 
Fermat 问题 , 但 今天 事实 已 说 明 适 得 其 反 . 因 之 ,在 一 问题 未 解决 以 前 , 实 难以 推 
测 其 难 易 也 , 

fr K &—h 次 代数 数 域 . H fr A fa 为 其 一 整 底 , 即 任 一 天 中 之 整数 可 以 唯 
一 地 表 成 为 wp + Бад, 之 形式 ,其 中 a，，…,as 为 有 理 整数 , 用 符号 ja] 表示 = 之 
МЕЖ A < i < h) 之 绝对 值 之 最 大 值 , 即 

[e] = max(| a® |). 
bn 
引 1 车 a 为 一 代数 整数 
а= ав + ав, 
则 
la,1<c[al, 

此 处 (及 今后 之 civcs) 为 仅 与 K 及 所 选 定之 整 底 Bi,…', 及 有 关 的 自然 数 、 

此 引 可 由 解 联 立 方程 组 

а = af? + +a”, 1<i<h 
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得 之 . 
512 #0 <р даш (1 <А р,1<1<4) AK PAR, НЫ < А, 
有 一 组 K 中 的 非 全 为 零 的 代数 整数 名 ， 适合 于 
anf + Баб, =0, 1<k<p a) 








及 

< а@ + (аА) ә), 1< <q. (2) 

证 : 命 
& = ra ++ зв, 15154, 
此 处 za ,za 是 有 理 整数 . 命 
auf, = ашый + амар, сз) 
此 处 awis зако 也 是 有 理 整数 . 于 是 (1) 式 变 为 
0= Dut = Уе Узв. = D Dr Daun. 


rs 





1<k<p. 
由 于 局 ,…, 是 线性 独立 的 , 故 得 由 hp 个 方程 所 成 的 方程 组 
出 六 ore =0, 15<u<k, 1ES, w 


= 


其 中 有 hq 个 未 知 数 . 

由 (3) 及 引 1, 可 知 | ass |< c max BIA < oA. 

故 由 引 3.4 ТОЕ ЕА ЖЖ REE BRE, ЕВ 

|z, |S 1+ ас А), 16069, 1<r<h. 
故 得 
EKI za | В+ = +I za 1E 
< ей + ас: А)” 9), 

f cah = cl* 即 得 引 理 . 


$ 9. Гельфонд 之 证 明 


设 a 关 0,1 是 一 代数 数 ,又 8 是 一 非 有 理 数 之 代数 数 ,要 证 明 of 是 超越 数 . 若 不 
然 , 即 车 7 = a = ee (此 处 loga Wa 之 对 数 中 任意 固定 的 一 值 , 且 loge > 0) 也 是 
代数 数 , 则 可 导出 矛盾 . 

设 e,B,7y 皆 在 一 上 次 之 代数 数 域 K 中 . 命 
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m= 2h+2, "= £, 


此 处 平一 上 乃 一 自然 数 之 平方 且 为 2m 之 倍数 者 . 又 命 p1,p: ,… sp 代表 :上 个 数 
ба + Ио, 1<а< 1<5<4. 
引进 整 函数 
R(z) = еч + + geh", (1) 
办 为 待定 系数 . 今 由 下 面 的 条 件 来 定 出 p = DRI — 2m 个 未 
т 的 mn 个 齐 次 线性 联 立方 程 组 
(log R (р =0, 0<k<n-1, 15153”. (2) 
此 方程 组 的 系数 在 K 中 , 且 其 系数 是 
(loga) * Са + 58)1ова) бе = (a + 63*ач уч, 
1<1<т, 154,549, 0O0<k<n-1. 
习 知 有 一 自然 数 (此 处 c, 及 以 后 之 care WRS n 无 关 之 自 然 数 ) 存在 ,使 
Sac Boy К 中 之 整数 . 故 于 该 方程 组 之 每 一 系数 乘 以 
етет = сг с) 
Ji Jt R 8 W КУЖ. R JC RUZ HERZ e XH 
< ааа Ган ті», 
故 由 引 8. 2 知 有 一 组 非 全 为 零 的 K tF2 тоор 为 其 解 , 且 
< ant", 1i 
BIN o sp, 各 不 相同 ,可 知 ROD 不 恒 等 于 零 . 不 然 ,展开 (1) 式 右边 可 得 
та + т + Ар =0, k= 0,1,2, 
由 此 得 出 六 = № 三 … = р = 0, ЖОЙ. 于 是 由 (2) 可 知 
R(z) = а, (х — 0" Hanula -D +, 1<1< m. B) 
ЖФ азаа 不 全 为 零 . 故 必 有 一 自然 数 了 存在 ,使 
К) =0, 0<k<r-1, 1</<т, 
但 对 某 一 4(1 <, <», 


Fit m 
ЕД 








к?) #0. 
HCD, ER r > n. 
今 往 研究 数 
оба)" В“ (h) = р 0. w 
此 数 在 K 中 , 且 To FEK 中 之 整数 , 故 
ГАФ) I> eam > ar. © 
另 一 方面 ， 


П кт саду < irê. (6) 


498. 数论 导 引 
今 往 求 出 | p | 之 一 适当 上 界 . 用 Cauchy 积分 公式 于 整 函数 
so = i Re (Еву 














я ЕЕ 
д 
则 有 
p= (log а) 7501.) = (ов Каре (7) 
НА С 


а (1+), 
МС m) 在 C 中 . 当 z 在 圆周 上 变动 时 ,有 
IRD [Se max | w "Ө" < keq сфе», 
r т 
1z—4 211-1 12" (1+; )-"= т, 
1z 一 4|> 亚 ， 1<k<m, 


(= <a) 


Is |< tarina (2) <a esa, 





故 由 (7) 得 
50) 


2-1 





1pl< 去 1 togad” | f, 





| dz | 


<| Чоу |+ m(1 +) crt -it Z< a heq, ‹в› 
由 (6) 及 (8) ,得 
РТР He wn. 
Ш т = 2h +2 代 和 人 后 , 即 得 
INO I< a r ih. (9) 
比较 (5) 式 与 (9) 式 ,可 得 
Й <аа = ds. 


当 半 充分 大 时 ,由 于 r > mw 上 式 不 可 能 , 故 得 矛盾 . 
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$ я 


1770 年 Waring 于 Meditationes Algebraicae 上 曾 作 如 次 之 推测 ， 
凡 正 整数 必 为 四 个 平方 数 之 和 , 九 个 立方 数 之 和 ,十 九 个 四 方 数 之 和 等 等 . 
罕 其 词 意 似 谓 ;" 有 一 整数 s(k) 存在 ,每 个 正 整数 必 为 s(k) 个 k 乘 方 数 之 和 .” 
待 百 余年 后 ,Hilbert 首先 证 明 此 言 . 
切实 盲 之 ,以 上 之 问题 可 以 改 述 为 ; 命 上 是 一 固定 的 正 整数 . 问 是 可 有 一 整数 
SCD ОНЕ n> 0) ,不 定 方程 

n= 十 十 Zt， л,2>0 a) 





常 有 解答 . 

今 以 g(k) 表 最 小 之 :之 具有 此 性 质 者 . 故 Waring 之 叙述 乃 

“g(2) = 4, (3) =9, g) = 19 $4”. 

$ GOD 表示 凡 充分 大 之 整数 ”和 皆 可 以 表 为 C(k) Ak RIZK. 即 若 > 

СОО) 当 充分 大 时 有 解 .显然 
GG) < g(h). 

实际 上 两 者 之 问 相差 极 远 . 

在 本 章 中 仅 证 明 一 些 极 个 别 之 结果 . 而 Waring-Hilbert 定 理 ( 即 g(k) < оо) 将 
于 次 章 中 证 明之 , 该 证 明 并 非 Hilbert 原 证 , 乃 JIunnnx 所 发 明 者 , 远 简 于 Hilbert 原 
ЙЕ. Хинчин 称 之 为 数论 三 珠 之 一 


$2. g(k) K G(R) ZFR 


定理 1 sw>2+[($) j-2. 


жава [(2) ж 
п = 20 -1< 3°, 
则 此 数 只 能 为 若干 个 | 及 2 之 和 .而 s 最 小 之 分 裂 法 为 
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n = -D+ + 1, 
Myg- R 2: — 14 ZA. 
gG) >2' +q—2. 
ШЙ, 
4(2) > 4,z(3) > 9,8(4) > 19,65) > 37,-—. 
定理 2 ВЕР, СЮ 2>k+1. 
HE: № AN 为 不 大 于 N 之 正 整数 之 可 以 表 为 
Atetz 2,20 
之 形式 者 之 个 数 , 今 排列 zi ,zi 为 
0< = < x < Sz < [№]. 

AN) 当 不 超过 适合 此 诸 不 等 式 之 整数 数 , 即 


ame SY Ў Ў.л 


右边 之 和 为 


вор = руме рам +: [NJ + D. 


今 用 归纳 法 证 明 此 点 . 当 = 1, 此 乃 显然 . 故 所 待 证 者 乃 


BEET 019) 


而 此 式 力 易 证 之 式 也 . 
当 N 一 oo 
М z 
вом т < з№ 

即 当 N 充分 大 时 

ACN) < BN. 
因 之 ,ACN) 个 数 中 不 能 包 有 小 于 N 之 全 部 正 整数 . 故 

С) > k+1. 


通过 同 余 式 之 讨论 还 可 以 稍稍 提高 GO) 之 下 限 .例如 :由 于 
xz' 三 0 或 1(mod 16), 
故 形 如 16m + 15 之 数 至 少 要 15 个 四 乘 方 之 和 . 故 得 
GG) > 15. 
但 若 
16 en = zi ++ +2ь, 
则 得 2 | Car, ras) |, 即 
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二 对 十 一 十 zx。 
又 31 不 能 表 为 少 于 16 个 四 次 方 之 和 , 故 16 ° 31 必 不 能 表 为 15 个 四 次 方 之 和 . 
故 得 
GW) > 16. 

一 般 言 之 ,此 法 可 以 证 明 : 

ЖЕЗ Fk = 2 > 4, GOR) > 4k. 

ME: BIC ЕВ] Ө = 2 之 情形 . 今 设 0 > 2. 不 难 证 明 

27 = 0 HR 1(mod 4). 

л ЖЖ 2": 一 1 个 上 乘 方 之 和 , 则 其 中 每 RR 

方 必 为 偶数 , 即 为 2 之 倍数 ,由 于 2* > 2, 2 F n. 此 不 可 能 . 故 得 定理 ， 


$3. Cauchy 定理 


f q > 1. 在 本 节 中 ,我 们 将 讨论 同 余 式 
x + == + z! = n(mod q) 
之 可 解 条 件 . 由 孙子 定理 可 知 ,各 人 仅 须 研究 同 余 式 
x + = + x = n(mod p') а› 

之 可 解 条 件 即 可 ,此 处 p Ж—ЖЖК И n = n 一 1 十 1, 故 在 下 面 的 证 明 中 我 们 常 假 
Ж p +n. 

在 研究 此 问题 之 先 ,我 们 先 来 证 明 次 之 定理 ， 

定理 1(Cauchy) лу, 代表 m 个 互 不 同 余 的 数 mod qiyi s, y, 代表 
"个 互 不 同 余 的 数 mod qs НЕЧЕ y, EM ©) ВЕ, СУ, = y Q) = LY z. + y, 
Чит < о < я) 所 代表 的 互 不 同 余 mod q 的 整数 个 数 > min(m +n —1, 
q). 

ЧЕ. Чи = 1, 定 理 显然 成 立 . 今 设 n > 2, 并 不 妨 假定 定理 中 之 = 1. 

аа MEN +y 的 互 不 同 余 的 数 mod а, #1 = 4, 则 定理 已 经 成 立 ， 
Ж t За ЗЕМ Х,У,2 分 别 记 集合 п, ето вул "yaman 

HE xı + yı БАСО, — у) ЯМА = 0,1 ВНЖ 2. (а, У. = у) = 1, 故 
必 存 在 如 WE zi + у, + (Ao — Cy, у) € ZF zı у +. y) € 2, z, 
+» тА э) +» = 8,4 y E 7Й8— у, € 2Z. 将 办 ,yy 适当 的 加 
以 排列 ,可 得 
8—у82 G<s<nD， 
Ë EZ c<; <m. 
Z. + узи = 1,2, rms = 1,2, r, W 3 — y € 7’, 





Ш сп 1. 27.2 
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耕 则 由 6 一 y = z. +y, 即 得 8 一 y= z. + у, € Z. Z° 所 代表 的 互 不 同 余 mod q 
的 数 的 数目 为 , 则 过 :一 (mn 一 r). 另 一 方面 ,由 归纳 法 假定 可 知 f 宇 m 十 r 一 1， 
故 得 :三 mm 十 一 1. 

EX йрй 
_ |+! Мр>а 


era, p= 
ЖН2 FARR 
х* = a(mod р"), ра D 
有 解 , 则 当 ! > y B$ 
х* = a(mod р) 
亦 有 解 . 


证 : 设 y 为 (2) 之 一 解 .8 为 p' 之 一 原 根 ( 若 p 二 2, 可 取 g = 5). 决定 整数 /之 
0, 使 
a = y'g'(mod р), (3) 
由 此 显然 即 得 g* = 1 (mod р’). AZ рр 1) |b. $ b= рр Db. RIR 
然 可 将 (3) 中 之 指数 5 代 以 
b+hp ip- D = рр Db + hp rl), 
此 处 为 任 一 整数 . 命 & = p'ki s С.Р) = 1, 则 可 取 六 使 
bi Ар! =0 (mod k). 
由 是 即 得 
r a yg" (mod p). 





定理 即 已 证 明 ， 
定理 3 FCD 式 对 ! = y 有 解 , 则 对 > y fi W. 
证 :由 假定 ,有 yy 使 
+ + = (mod р’). 
И p+n, 故 必 有 一 y, 不 妨 设 为 % ,使 p+y ,由 是 即 得 
я — >! (mod р”). 





x 
由 定理 2 有 z. ,使 
у ter и (mod р). 

定理 4 ЖЕ. s> kD R iW k e 27,4 s > 3k 十 1 
时 ,(1) REAN. 

证 ,我们 显然 只 须 讨 论 ! 三 7 时 之 情形 . 由 定理 3, 我 们 只 须 讨论 ! = y 之 情形 即 
I. 

1) # k = 2°, р’ = 2“ = 4k. ЖЖ 
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ап (mod 27) 
当 * HERAN. 


Фәр = 2,8 = Bko sko > 1,24 ko. KR k ÊZ HÎ s> 3k > Z MH, (DR 
即 有 解 . 

2)p>2,p—1| k EM kS pD > TP rH s> 3k > p” BL, (D R 
BRAM. 

2p > 2p- Dtk ptk. KE у = 1. HICp— 1) FE RER 3.7.2 及 3.7.3， 
可 知 当 xz 过 缩 系 ,mod p,zx* 给 与 


a- 2-1 


РЕ bat 250 
FE > 


个 互 不 同 余 的 数 ,mod р. HEM lri +H рф, т.) 给 与 

min(d + (d— D(s—1),p) 
个 互 不 同 余 的 数 ,mod р. Ч 

>> т} >= 

т 
时 ， 
min(d + (4 — DG — D,p) = p. 
故 定理 成 立 . 
2p > 2p- I) tkk = phospho. HF 
тз = x (mod p) 

R(p-1)4ko MA z EDEA) plk) O> DAER ARH, mod р, 
故 

at рет, 
给 与 

uy (атау W 
个 互 不 同 余 的 数 ,mod p”. h 
si> E > е... ЈИЕ 8 —, 
р 1? Т рТ 3 1 
2 (k.p D (&,р—1) 

可 知 др + + Ср зе) 给 与 p' 个 互 不 同 余 的 数 .定理 即 完全 证 明 . 
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$4. 初等 方法 示例 


关于 Waring 问题 之 研究 ,初等 方法 一 般 并 不 能 得 出 较 好 之 结果 . 现在 介绍 数 
fl. 对 特殊 之 k 证 明 G(k) 或 g(k) 有 上 限 存 在 .有 时 也 能 求 出 上 限 ,但 该 上 限 是 不 其 
精密 者 . 由 定理 8.7.8 ERI g(2) = 4. 
定理 1 g4) <50. 
证 : 今 由 恒等式 
ба +e Hd) = (a +b)" + Camb) + (e 4+ d)* + (с—4)* 
Hato + lae) + (b+ d)* + 6а 


+ (a+ d)* + (а а + (b+ с) + (b— e)‘ a 
HR Hi Fat FO аа ВАЕН СА KER LR Sz" 而 z 是 任 一 整数 . 
任 一 整数 ”可 以 表 为 


n=6N+r, r=0,1,2,3,4,5. 
故 
п = 601 ++ zi) +r, 
再 经 恒等式 (1)6zi 可 以 表 为 12 个 四 次 方 之 和 . и 7) 4 1245 = 53 个 四 次 方 数 
ZM. 
再 进一步 若 > 81, 则 可 以 表 为 
n =6N +t, 
АЕ N > 0 Kt = 0,1,2,81,16 Ж17, HR = 0.1.2,3,4,5(mod 6). Î 
1 = 1,2 = ИИ, = 3°, 16 = 2,17 = 2 +1. 
ЖИ Е, п > 81, 则 可 以 表 为 4 x 12 十 2 = 50 个 四 次 方 数 之 和 . 
Ми < 80 时 ,易于 算出 : 若 m < 50, BRAH n = л. 1", 50 < n< 80, n = 
3° 2° + (n— 48) o 1, HEY 3 +n — 48 < 50 个 四 方 数 之 和 . 
同 法 由 恒等式 
5040(а +6 + а) 
= 6) (2a)' +60 })(а&5)* + У) (2a tb ot +6 } (a kb +e а", (2) 
可 以 证 明 g(8) < ос. 此 式 右边 共有 840 个 8 次 方 . 又 因 n < 5039 都 可 表 成 < 273 
个 1 及 2 的 8 次 方 之 和 , 故 由 此 可 得 
#(8) < 840g(4) + 273 < 42273. 
定理 2 G(3) < 13. 
证 : 今 由 等 式 
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ce +a? + (e ае ве веса + af + af +f) (CD 
开始 . 若 一 数 可 以 表 成 
80 бт", O< m< z, (2) 
则 由 (1) 此 数 一 定 可 以 表 为 8 个 立方 数 之 和 . 因为 m FI URN x + +21, B 
<=. 
命 = 为 6 除 余 1 之 正 整数 , 1. 代表 隔 间 
$2) = 112 + (Z? + 1)! + 1252 < n < иг = ми). (3) 
显然 当 = 充分 大 时 有 
$(z+6) < ylz), w 
即 1, 皆 为 互相 衡 接 之 隔 间 . 即 当 充分 大 时 , 必 有 一 = 使 (3) 式 成 立 . 
由 下 式 定义 rs 及 Ni 
n=6r (modz), 15,5. 
n=s+4 (mod6), 0<s<5, 
N = G+)! + (r — 200 +=. 
如 此 则 
0<N < (F +1)" +32 +1252 = g(z) — Bz < n — Bz, 
故 
87 <n—N < иг. (5) 
今 往 证 明 n 一 NN 可 以 表 为 (2) 之 形式 . 
n—N = 6r (r+ — (r— 1) + 2F =0=8 (тойт), 
又 
п=Мжз+4—(ю+1)=(ю—1)—2(#—0—з= 
=:+4—zG+2) =2=8=8: (mod6), 
Вп N — 82 Jy 6z' 之 倍数 , 即 
n = N+ 8e? + Gmz?, 
若 能 证 明 0 < m < 过, 则 定理 已 明 . 但 此 点 由 (5) 立刻 推 得 . 
定理 3 g(3) <13. 
证 :1) 先 算出 车 < 宇 373, 则 $(z 十 6) < f(z) HR, MH t > 379 Rf 
ll + ( +1 +1252 < М0 6)", 


(1-8) >12+ 2. 


- ®© 
Е 





HFH O <8 < 18 — 8)" > 1— тд, 
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6 }* 54 
($) >1 
故 若 能 证 明 
_54 34128,1 
14(1 )>12+5+108+ 7 
或 车 能 证 明 


2u-1x50 >2+1@+1, 
ЫК Ды 
则 (6) 式 成 立 , 由 于 :二 7X 54 十 1 = 379, 故 (6) 式 成 立 . 
Bp z = 373 以 上 , 诸 1, 是 衔接 的 . 即 当 
п > 140373)* 
ТЕТ. Х 10° > 140373)". ЧЕК > 10° 者 必 可 表 为 十 三 个 立方 
数 之 和 . 

2) 再 证 不 大 于 10” 之 数 也 是 十 三 个 立方 数 之 和 . 先 造 表 可 知 小 于 40000 之 数 
除去 23 及 239 外 皆 是 8 个 立方 数 之 和 ,而 23 及 239 是 九 个 立方 数 之 和 . 即 若 240 < 
n < 40000 则 ”是 八 个 立方 数 之 和 . XH N > 1 Ë m = ГМ"), А] 

М т = СМ)? — т «МОМ — m) < 3N”, 











假定 
240 < n < 10", 
并 命 
n=20+N, 0<N<10, 
则 
N=m+N, m=([N'?J, 0<N,<3N, 
N=m +N, m = СМ), 0< № < 3N, 
+N. 
故 
n = 240 + N = 240 + N; + m' + ml + mi + m) + mà. 
由 于 
0<N < 3N? < ЗЗА) < 
«3-37 . зб ш ШЫН 
=z(2 тт ey < 35000, 
故 


240 < 240 + N; < 35240 < 40000, 
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BJ 240 + N; 可 以 表 为 八 个 立方 数 之 和 , 故 得 定理 . 

由 恒等式 

бои +O td = (a tb te) +23) (a + 0* +36 Sa’, 
可 以 证 明 4(6) < 1844(3) + 59 < 2451. 


$ 5. 有 正 负 号 之 较 易 问 题 


命 v(k) 为 最 小 之 自然 数 *, 使 任 一 整数 
п=л їз ++ +4 
有 解 , 即 可 以 取 士 号 并 整数 > 使 上 式 成 立 , 显然 
wk) < gC). 
对 此 问题 ,w(k) 的 存在 是 十 分 显然 的 . 


定理 1 uk) <2 +в. 


证 此 定理 须 用 次 之 定理 . 
定理 2 命 Af(z) = f(z + 1) fA f(z) = АСАМ (z0). MW 
aa = kIz+d, 

此 d 是 一 整数 ， 

# FCD 是 一 次 多 项 式 其 首 项 系数 为 4 者 , 则 Af(z) 是 一 (4 一 1) 次 多 项 式 其 
首 项 系数 为 ha. 续 行 此 法 可 得 定理 2. 

定理 1 ZEYH Ar" 可 以 看 成 是 2 A + z' ZM. 

任 与 一 整数 ”可 以 表 成 为 

n—d=klztl, ПИТ 


之 形式 , 即 
п = ar +1. 


MP +1 <2 + Del. HER. 


定理 3 vk) < GG) + 1. 

证 : 取 y 充 分 大 使 n 十 y' 大 于 某 一 充分 大 之 数 . НСО) Ж X Щи = r: 
+ +. 故 得 定理 

定理 4 v(2) = 3. 

证 :由 定理 1 已 知 v(2) < 3. 但 6 不 能 表 为 二 平方 数 , 因 6 不 是 二 平方 数 之 和 ， 
而 二 平方 数 之 差 — У 或 为 奇数 ,或 为 4 之 信 数 . 故 "2) > 2. 
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定理 5 v(3) 为 4 或 5( 未 解决 其 为 4 抑 5, 推 测 是 4). 
证 :由 





m'—n=0 (mod 6)， 





TI п’ — n = 6z. 故 
一 (十 1 一 (一 0 十 2 





003) < 5. 
х 
六 三 0,1 或 一 1 (тод 9), 
ЖЖ n = 9m 士 4 必 不 可 能 表 为 三 立方 数 之 和 . 故 v(3) > 4. 

关于 此 问题 柯 召 曾 验证 绝对 值 < 100 之 整数 丝 可 表 成 四 个 立方 数 之 和 . 

定理 6 v(4) 为 9 或 10. 

证 :由 

48r 十 4 一 2(2z 十 3)4 十 (2r 十 6) +20227 + 8z + 11° 

— (21° + 8z +10)* — (24° +8х+12)*, 

48z — М = 2(2z + 5)* + (2х+8)* + (z! + 6z +9)* + Gr! + 6z + 120° 

= а +6r+8)'— (r + 6r +13); 

242 = (4y +11) + (2y — 87) + (y— 9) + Су—41)* + (y— 83)" 

+ (y+125)* + (y! +603)" + (y! +625) — (5? +602)" — (5? +626)*, 
式 中 y= z — 10319691; 
242—8 = (4y +11)* + (2y — 87) + (y +883) + (y— 933)" 
+ (y —975)' + (y +1017) + (у? + 39851) + (у? + 39873)" 
一 (六 十 39850) — (у! + 39874)", 
式 中 y = z — 120858614086. 

于 上 之 四 式 中 将 工 变 为 一 则 同样 可 得 关于 48z 一 4,48z 十 14,24z 十 8 的 表 
RR. 由 是 容易 看 出 ,车 为 8 之 倍数, 则 nn 可 表 为 10 个 4 次 方 之 和 .若非 8 之 倍 
数 , 则 ”可 写成 

n=48z+y, —24<у<24, 
吾 人 容易 证 明 常 有 整数 zi ,zzvzi 使 
У 21 + 2 +21 =+4, +14 (mod 48). 
由 是 即 得 "(4) < 10. 

Йу =0,+1 (mod 16), 故 形 如 16z 十 8 之 数 至 少 需要 8 个 4 次 方 来 表示 ， 
且 每 项 管 同 号 才 可 . 但 24,104 等 数 即 不 能 表示 成 如 是 之 形状 , 故 v(4) > 9. 定理 即 
已 完全 证 明 . 
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$ 6. 等 寡 和 问题 









fh N (k) 是 最 小 的 整数 5, 有，… ›т,зу, ey, FE В yı ry, 并 非 由 zi， 
oz, 颠倒 次 序 而 得 者 ,使 
m+ +r = y + +y] 
| а 
деи = y + +y. 
又 以 MOD 表 最 小 之 整数 *, 使 上 解 并 适合 
аа" у" +++ у". (2) 
定理 1 МО) 2 МЮ 之 4 十 1. 


证 :由 
netan = у +++ у, 






{+++ = у +++ у, 
п Са ду) (р — ль) = (х— у,)+(х— уь) „олу отч ола 是 由 yy 
变换 次 序 而 得 者 ， 
定理 2 NCD < MG) <2. 
Жый лел, у ее, 是 (1) 及 (2) 之 解 , 则 


Datar tD = DIC + Cy FD, 1<h<k+1l, (3) 


Be жано Da4 O, +4") (4) 


此 二 式 之 证 明 ， 可 展开 (3)， (4) 并 用 (1)， o 即 得 . 
由 是 ,车 MCRD) 存在 , 则 取 s = МОЮ), уй} 
M(t + D < 2M). 
但 MOD = NO) = 2, 故 由 归纳 法 即 得 定理 . 


定理 3 NG) <an +1. 


HF n> l. pa = 1,2,5) RT 1,2,0 an. MI аз зас esa. Йй 
Ж аза: a, Jt @ a НЕЯ WEL sl. МОК w На, „аз s.a, 中, 至少 


# 组 ,其 中 无 一 组 是 它 一 组 的 某 一 排列 - 





记 
sla) = а} tatt: Fat, h= 1,2, 
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s< al <=". 
По sD < eaten 


sı (а) 3,64), 


Ms = Tk + D НЕМ" > stt ВВ 


(а). (5) 








л} ے‎ йл <! 


1 
故 至 少 有 两 组 不 相同 的 ai sarsa, 使 (5) 取 同样 数值 . 因此 两 组 中 一 组 非 他 一 组 
之 某 一 排列 . 故 NOD < Ея. 
今 以 
Laserra, Ja = [b b.) 
表示 (1) 及 (2). 
由 定理 1 及 以 下 诸 例 , 即 得 
定理 4 若 k 过 9, 则 MOk) = МЮ = k+1. 
[0,3], = [1,2],， 
[1,2,6], = [0,4,5],, 
[0,4,7,11], = [1,2,9,10],, 
[1,2,10,14,18], = [0,4,8,16,17],, 

[0,4,9,17,22,26]s = [1,2,12,14,24,25],, 
[0,18-27,58,64,89,101], = [1,13,38,44,75,84,102], 
[0,4,9,23,27,41,46,50], = [1,2,11,20,30,39,48,49],, 
[0,24,30,83,86,133,157,181,197], = [1,17,41,65,112,115,168,174,198}, , 
[о,3083,3301,11893,23314,24186,35607,44199,44417,475007, 

= [12,2865,3519,11869,23738,23762,35631,43981,44635,47488],. 


$7. Prouhet-Tarry 问题 


log 0+2) 
一 一 一 一 |+1 


log [1 ++) 


本 节 及 下 节 之 目的 ,是 在 证 明 


Mb < HD ~ kè logk. 
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实际 上 ,我 们 所 得 出 的 结果 比 此 为 多 . 

在 证 明 此 不 等 式 之 前 ,我 们 先 证 明 几 条 引 理 . 本 节 及 下 节 中 之 常数 c cr,… 及 
符号 О 中 所 含 之 常数 皆 仅 与 上 有 关 . Н ci,c:,… W N ES. 

定理 1(Byunxosckuñ-Schwarz) Ф a; ,b,(i = 1,2,…,n) 为 实数 , 则 


Сы < (Da) (Ds), 








等 号 仅 当 条 = и е 一 ийт. 
证 :此 可 由 
Daf Sef — (ав) = У) ар, — ba, >0 
立刻 得 出 
定理 2 任 与 一 数 万 , 必 存 在 一 组 仅 与 及 有 有 关 之 正 整数 a,,… ,a ,使 行列 
式 
1 
D, = |а а 
a а 








ЖЕМ 1 ЖЕКЕ H RD, 之 展开 式 中 其 余 各 项 之 绝对 值 之 和 、 

证 :我 们 用 归纳 法 来 证 明 本 定理 . Bj СА, (а а) 表示 D, 之 主 对 角 线 
上 诸 元 素 之 积 碱 去 Н RD, 之 展开 式 中 其 余 各 项 之 绝对 值 之 和 , 则 显然 有 

pla sg) = af фул (ал, "уаз i) — Hg lai ,***,a,), 

AP pHa 之 j 一 2 次 多 项 式 . 由 假定 ,我 们 可 取 a; ,… ,a W фра Сал» 
0. 对 此 组 ai ,… зар ,我 们 显然 可 取 а, fË ç, > 0. 但 pu(a1) = 1, 故 得 

BEI а-а, 为 满足 定理 2 之 一 组 正 整数 .又 设 Q 关 1,X， 
别 属于 区 间 












а0 <Х,<2а0 (i= 1,2,--,0) 
之 正 整数 . N 为 如 是 之 (Xi，…X,) 中 ,使 
XÎ ++ XI XI He + XE, Xi + +X, 
分 别 落 人 长 为 








OG Qi, o Q: 
之 已 与 区 间 者 之 组 数 . 则 





,0(Q),001) 


N = 00). 
хо 为 满足 定理 中 诸 条 件 之 二 组 . 则 显然 有 
Xi — Xt = OQ), 


证 : 若 (X ХЫ) BOK) ,* 
Xi- Xi + 
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XX 二 X= 00). 
$Y. = X — X’. NE 


Ану, +++ + AY, = OQ, 









Ану, + + AY, 
于 此 
А, = X HXO X +H +X <S i < b. 
显而易见 ， 
Gk- i+ (aQ) < А, < iH DOQ, 
行列 式 Арн | 之 主 对 角 线 上 诸 元 素 之 积 与 上 定理 中 之 D, 之 对 应 项 之 商 显 
然 大 于 





мөнен пон». 
А БА 3055 D, 中 对 应 项 之 绝对 值 之 商 显 然 小 于 
АЕА 


由 定理 2, 取 H = 2 mp 








HA, П> a Qha, 

容易 看 出 

AQ А, 

= ока. 

| 0а> А, 

由 是 即 得 
Y, = O(D. 
同 法 可 得 
Y, = 00), = OD. 

由 是 定理 即 已 证 明 . 


定理 4 MEMI ZB. Ил > Orde > 0,-= ‚А, > 0. СХ, 
+ + XEXE ++ АГ XI 二 二 和 
分 别 落 人 长 为 





O(Q OQ) „ОСЬ 
之 已 与 区 间 者 之 组 数 至 多 为 
осе“ 
ШЕ КОСО) ZKT BLS} ОСОМ) К OC(Q' ') 之 区 间 . 由 
定理 3, 立 得 本 定理 . 


нә. 
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今 设 有 = рү азан, 为 满足 定理 2 中 所 说 条 件 之 一 组 正 整数 (于 该 定理 


中 以 十 1 代 如 .又 设 
a’ < ya < 2.97” азии «окр. 
B rn sm) 记 方 程 组 





定理 5 ”存在 一 组 整数 N, ,…,N, ,使 
ТОМ, ND > абон, 
Е.И.) 的 不 同 的 组 数 显然 
>j fear > маен 
= ageh, 
因 | 1 aQ , 故 族 (m) 的 不 同 的 组 数 


< aQ ГА 
故 必 存在 一 组 整数 N ，…'N'， 使 


км, ND > agrifa dpan, 


жао 方程 组 
Уи =N. (<hàh<k+h 
== 
的 解 的 数目 < ва. 
证 :由 
Ўл -м- Ў ALi 
及 
aQ < у. <2а.0”' (їа<и<Ё#+1,1< эс!) 
可 知 


十 人 二 
分 别 落 入 长 为 
ОО“) ,O(Q*) ,OQ) 
之 一 区 间 内 .于 定理 4 ЖА. = ag — (u D > 0, МН 
Увы = Зри 一 二 t+D 一 +. 
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зуна) 的 组 数 为 OQ). 
ER Yu r“ зна 4 
二 二 二 








显然 分 别 落 和 长 为 
HË) OAY „ОР 


之 一 区 间 内 . 于 定理 4 中 以 Q 代 Q, 即 知 y:，… уь. 的 不 同 组 数 为 O(Qiy), 如 是 
继续 进行 , 即 得 定理 . 


$8. 续 
定理 1 设 W(k,j) 为 使 方程 组 
> = = 


Yen Daft, OFS P<) 
8S “ 
有 整数 解 之 最 小 整数 ;, 则 





一 x= ASAS), 





Wj) +10) 





log 4+2) 
——+1 
log(1 十 二) 

证 :此 定理 显然 为 下 定理 之 一 直接 推论 : 

定理 2 设 





J 


s> 0+0 








log (4+2 
1в(1++) 


则 对 任 与 之 必 存 在 整数 
Nis Na Mie M, (M, Æ M, $i n) 





使 方程 组 


P= N. азьзь, 
RO<:<p4 
Уз = M, (z, >0) 


有 解 . 
WE rN e NO 如 上 节 中 所 定义 . 由 定理 7. 5, 有 N. N. ,使 
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ОМ оО) S a QH Нан, 


对 方程 组 
Ух» =N, (和 AsA) 
之 一 组 解 (y=) ,显然 有 一 数 M, 使 
著 如 是 之 Мес ј 10) 个 不 同 的 值 , 设 为 Mi ,…,M,, 则 由 定理 7.6,e 个 方程 
组 





ELAN а<а<ю, 


П,а<г+еөюя 1, 


的 解 的 数目 < о. h M, 之 定义 ,此 * 个 方程 组 的 解 的 数目 应 > r(N., 
0. Ў—ЖШ,# 1 > (log Ce + log (1 十 二 )), 则 当 Q 共 大 时 ,我 们 有 





agha < с дна инь 
< (Ni. Na). 
即 得 一 矛盾 ,看 人 之 定理 即 已 证 明 . 


第 十 九 章 Шнирельман 密 率 


$1. 密 率 之 定义 及 其 历史 


本 章 之 目的 在 于 证 明 以 下 之 二 重要 定理 : 

“有 一 正 整 数 c 存在 , 凡 正 整数 必 可 表 为 不 超过 с 个 素数 之 和 .” 

“ 命 k 表 一 正 整 数 . 有 一 正 整数 c,( 仅 与 & 有 关 ) 存在 , 凡 正 整数 必 可 表 为 不 超过 
e 个 正 整数 之 4 方 之 和 ”. 

此 二 定理 与 Goldbach 及 Waring 问题 之 关系 乃 属 显然 . 并 可 说 ;此 二 定理 乃 
Goldbach 问题 及 Waring 问题 最 基本 但 也 最 初步 之 结果 . 此 二 定理 各 名 为 
Сбо!4Ьасһ-Шнирельман 定理 及 Waring-Hilbert 定理 . 

本 章 中 将 引进 Шниоельман 所 创造 之 密 率 概念 , 此 概念 极为 初等 ,但 稍 此 概念 
彼 证 明了 以 上 所 述 之 历史 上 著名 定理 ,本 章 关 于 Goldbach-lllunpenswan 定理 之 证 
明 稍 异 于 Шнирельман 之 原 证 . 今 将 引用 Selberg 之 方法 以 代替 原来 之 Brun 第 法 

在 证 明 Waring-Hilbert 定 理 时 , 亦 不 用 Hilbert 原 证 及 Шнирельман 之 证 明 . 而 
将 根据 Линник 在 1943 年 之 证 明 , 加 以 简化 及 改变 而 得 者 . 

在 此 二 证 明 中 Шиирельман 之 密 率 皆 居 重要 地 位 , 密 率 之 定义 如 次 : 

定义 1 命 访 表 一 由 一 些 互 不 相同 的 非 负 整数 。 所 成 之 集合 . fr ACn) RA 
不 大 于 之 正 整数 之 个 数 , 即 

AM = S1. 
E 
车 有 正 数 a 存在 ,使 对 任 一 正 整数 RA AC) > an , 则 此 集合 称 为 有 正 密 率 之 集 
合 . 有 此 性 质 的 最 大 的 a 称 为 此 集合 之 正 密 率 . 

显然 有 次 之 简单 性 质 : 

G) 由 于 AG) <, а 1. 

Gi) # a = 1, 则 4A(m) = п, НЕ. 

习题 . т 表 一 实数 三 1, 求 出 集合 

1+[@-—0], n= 1,2,6 





之 密 率 . 


第 十 九 章 。 Шнирельман 密 率 517. 





$2. 和 集 及 其 密 率 


今 引 入 记号 双 ,b6,B(n) ,8 及 人 @,c,C(nm) ,7 其间 之 关系 一 如 3,a,A(n) ,a 之 间 之 

关系 , 即 b € ®,В‹л) = У 1 而 8 是 昂 集 之 正 密 率 等 
©. 

定义 ”所 有 的 形 如 a 十 b(a € 站 ,b € 9) 之 整数 所 成 之 集合 称 为 中 , 遇 之 和 集 ， 
以 E 表 之 .并 表 为 所 十 下 一 GE. 

定理 1 #6=Я+3, НОЕ, Шуе В 48. 

证 ,由 于 B> 0, 故 1 在 风 中 . 则 下 面 三 类 数 均 为 E 中 之 正 整数 ,不 大 于 ” 且 互 不 
相同 . 

СОВ НЬ = 1,5, бы 依 递增 之 次 序 排列 , 因 0 € U, kb, sb: 
均 在 外 中 ,此 种 正 整数 共 BO) №. 

GD H vl у BOD 一 1, 当 a € YE1 <a < bı ^b, ~1 ff a+ 
b, 均 为 正 整数 ,在 外 中 ,不 大 于 nn 且 互 不 相同 . 盖 因 

a+b, < Фа 6-10 +b, = bn 1 <Б ~1 < n —1 
且 


bnew 





a+b, 21+6. 
№ 
1+6 Satb, ва — 1. 

显然 ,(i) 与 (ii) 中 之 诸 正 整数 互 不 相同 . 对 每 一 v,1 < v < BO) 一 1, 共 有 
Аб —5,—1){а+,. 

Gi щаЄ W.1<a < n~ bn В}, a + bs. 均 为 正 整数 ,在 @E 中 ,不 大 于 
且 互 不 相同 . BM a+ bun > 1+ bac AGD 中 之 诸 正 整数 亦 与 (i),(ii) 中 者 不 同 , 且 
M a + buo 共有 ACn 一 bw) №. 

HGD, GD, Gi) 之 结果 ,可 知 


Соп) > BO) + DJ} АФ, —5,—1)+ А(л—5ь„) 


> BO) + Dab 
а 


= Вп) абы» 6 — (В) — 1) +n 
= Воп) +а{л— Вод} > (1— a) + m 
一 me+B 一 o9)， 


me, ER >|+в—о8,у>а+В—‹8. 





b, —1) +абп bun) 





жы} 
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附 记 :此 并 非 和 集 密 率 之 最 佳 定理 . 而 最 佳之 结果 应 为 7 宇 min(1,a +). 此 结 
果 在 1942 年 为 Mann 所 证 明 .其 证 明 较为 复杂 ,并 对 本 章 之 主要 结果 无 基本 上 之 改 
进 , 故 不 列 人 本 书 之 范围 . $B A RK LEAS 1 同 余 之 正 整数 ,mod q. НВ A E 


包 有 0, 则 外 十 双 包 有 所 有 的 与 1,2 同 余 的 正 整数 mod q. 显然 ‚жакут. 及 





+ DZ HEDY. ik Mann 之 结果 不 能 再 改进 了 


定理 2 ЖОЄ ,a 十 8 宇 1, 则 区 二 外 十 驯 之 密 率 7 为 1, 即 中 包 有 所 有 的 
正 整数 . 
证 :假设 7 取 1, 则 y 一 1, 故 有 一 最 小 的 正 整数 ng G. 8> 0, 故 1E 风 ,又 0 
€ Wik 1 € GH n > 2. X N 0 € W k n € 3. 
考虑 下 面 诸 不 大 于 mn 一 1 的 自然 数 a Rn Б. 
a 1<а<п-1, аєй, 
п, 1<6<п-1, bE 
Ша 与 m 一 4 互 不 相同 ,否则 必 有 a = n— b, B) n = a +b € @E, 此 为 一 矛盾 . Ха 
与 4 一 b 均 不 大 于 n 一 1, 故 其 个 数 不 大 于 一 1. 
另 一 方面 , 诸 4 与 a 一 6 之 个 数 为 A(n 一 1) 十 Bn 一 1). 因 
4 一 D) > a(n—D, 
Вп 1) = Во) >h > Rn =D, 
而 有 
А‹п—1)+В(л—1) > an 一 D) 十 Bon 一 D) = (e 十 有 (mn 一 1) >п—1, 
Уйа 与 a 一 6b 之 个 数 不 大 于 n 一 1 矛盾 .定理 已 明 . 
定理 3 若 饥 包 有 0, 则 任 一 正 整 数 可 以 表 为 吃 中 之 


[+ 


个 元 素 之 和 . # ARUH 0, 则 任 一 正 整数 可 以 表 为 所 中 不 多 于 s 个 元 素 之 和 , 

证 :定理 后 半 段 可 由 前 半 段 立即 得 出 , 盖 因 将 元 素 0 加 于 外 中 形成 新 的 集合 页 
后 ,再 利用 定理 前 半 段 即 可 . 今 往 证 明定 理 之 前 半 段 . 

0 € U. 4 W, = Ж+ --- +, ФА НМ. Я, 之 正 密 率 以 a, RZ. AZ 
正 密 率 为 a, 则 有 a 三 1 一 (1 一 中. 今 用 归纳 法 , 当 关 = 1 时 ,有 wm = a. 设 当 h 一 1 
时 有 

аз >1—(1—а)*^', 
WAN = 0-9, ,, 1, 
а, > a ак 1 —оз = a + 1 адаа 


>а+(1—а){1—(1—а)*^!} 
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=1—(1—a). 
故 当 h 二 1,2,… 时 , 恒 有 as 宇 1 一 (1 一 a)*. 今 


1082 1082 
ео > а, 





故 有 
ад < ауе 





Tikay 21 01—0% 21-7 = L. RO E U HEMRA A, = + 
包 有 所 有 的 正 整 数 , 故 任 一 正 整 数 可 以 表 为 A HZ s 个 元 素 之 和 . 

жиі ON 表 一 非 负 整 数 之 集合 ,其 中 允许 重复 . 命 站 为 多 * 中 不 同 元 素 所 
成 之 最 大 集合 . fr (a) 表示 a HE W° PHALKE НШ" > 1 Wí 
(Уна) 


2. 
Dra 
<. 





1 >d (> 0), 
п 
МУЖЕ K a > a’. 
证 :由 Bynakoncxuii-Schwarz 不 等 式 (定理 18. 7. 1) 可 知 
(Drw) < У) а) У)" = Am) У на), 
<= < 4% <. 
故 得 


AM 1 ууй , 
е >= о >=. 





же. 
$3. Со4Ьась-Шнирельман 定理 


ДЕ $ $3 — 5 中 ,cwc ser 向 表 绝 对 正常 数 . § $3— 5 之 目的 在 于 证 明 

定理 1 ”有 一 正 整数 c 存在 , 凡 大 于 12% Wu ЖЖ с 个 素数 之 和 . 

ELW 为 1 及 所 有 的 p. р: 之 集合 ,此 处 pi,p: 过 所 有 的 素数 . RZ, A 中 
可 能 有 重复 之 元 素 . HEX AA U 中 不 同 元 素 之 最 大 集合 . 欲 证 定理 1 只 需 证 明 

定理 2 AHERE c. 

由 定理 2. 3 可 知 任 一 正 整数 m 可 以 表 为 最 多 s 个 并 中 之 元 素 之 和 ( 即 若干 个 
1 R FA р, + p: 之 整数 之 和 ). 即 m 是 最 多 25, 个 素数 或 1 之 和 , ОНЕ n 
>? ДЯ п = 2 十 (一 2) = 2+Ь+ 1+ 了)p, 在 此 和 号 内 素数 户 之 个 数 < 2 
一 入 又 易 知 2 十 5 可 以 表 为 不 超过 4 十 1 个 素数 之 和 . 因此 ,n 可 以 表 为 不 超过 2so 十 
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1 个 素数 之 和 . 故 得 定理 1. 
又 命 r(1) = 1 Ë r(a) 为 入 ”中 a 出 现 之 次 数 . 故 

п. Жа=1, 

=] 1, жара 


定理 2.4 建议 ,今后 之 目的 在 于 寻求 D ra) 之 下 限 及 D на) 之 上 限 ,前 者 不 
=. < 


难 获得 ,后 者 将 为 下 节 之 主题 . 
定理 3 #n2>2,MW 
У) (а) > ат Лов'п. o) 


<. 


证 , 设 ” 4. 由 定理 5.6.2 得 
Уна =1+ У) Dı 


<. <, e 





# n 23,0) о = 1. 故 只 需 取 c = min (Š. log 2 ,log 3 ), 即 得 定理 ， 
由 定理 2.4 及 r(1) = 1, 可 知 问题 之 焦点 在 于 证 明 
定理 4 л> 2.40 
a 
Уна < e ют (2) 


<. 


换言之 , 若 定理 4 已 证 明 , 则 由 
， 
工 (27709) 1 бат Лоп) _ d 


п r" (a) n cn /log'n A 


及 定理 2.4 即 得 出 定理 2. 
因此 ,今后 仅 须 证 明定 理 4 即 足 . 


$ 4. Selberg 不 等 式 





本 节 中 虽然 可 以 不 用 ,但 是 读者 不 可 不 知 以 下 之 定 : 
定理 1 Шаро (i=1,2,,n) БС =1, 


в), 一 1 之 下 ,六 az; 之 极 小 值 为 


on) 是 固定 的 实数 .在 条 
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且 当 





时 取 极 值 ， 
证 ;由 Bynakosckni-Schwarz 不 等 式 (定理 18.7.1) 得 知 
(аат) (Узнал )> (аву = 1. 
故 得 





а› 


又 由 定理 18.7. 1 知 (1) 式 等 号 成 立 之 充 要 条 件 为 有 一 实数 n 存在 使 


Мах = tb, > G= 12... 
a: 





ш 

=, = бан G= 1,2,--,n). 
故 得 

1= Ў, = Маг. 
2 2 

即 
故 得 

х= (2) 
定理 已 明 . | 


定理 2CA. Selberg)” 设 给 一 MM 个 整数 的 集合 15) ,能 被 正 整 数 上 所 整除 的 /的 
个 数 是 
3,1 = gM+RA), (3) 
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ЖА КОЕ) 是 余 项 ,而 g(k) 是 正 值 的 积 性 函数 , 且 g) < 1. 
令 Ne 表示 {5) 中 不 能 被 июнь 的 个 数 , 则 





[ЯЯ 
ме x= yt. 2. АЕ {шр 
“= о) 
此 处 
ую = [= (а 5 )®, Oo 
СТА ст) am 
* > УФФ, > š ы | > от)” e 





E91 = rag 为 实数 . И hh АИ Ê th (3) 得 


= Уа = (ХА) < D Da 


жен: кее б “= 


= У) лл Dl= У АА У, 1 


«Аа «е 








= «ль (в (elat M+R а) 


nefse 
此 处 | bp > € RRL OKA FHKT €, HIER 6. 2. 4,3 

NEM 5. 24 ма). (6) 
此 处 


вов) 
Q= „> Ача FR kT 





由 (4) 及 定理 6.4.1, 有 
Q= > АЕ, 2 /Ф 


14.4 


= DID Уо 2 мө 
© 
Ж 


= DD Darw. <) 
a ° SSE 


由 (5) 及 定理 6. 2. 1 I А, = 1( 如 此 选择 的 Xi еда ,使 Q 最 小 ,读者 可 用 定理 1 
自 证 之 ). 
令 


四“ 当 上 无 平方 因子 时 „ло = gpI] 1~ «(o > o. 
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(т) 
= sin 
Са хе 


由 定理 6. 2. 2 可 知 ДС) 也 是 积 性 的 , 故 由 (5) 得 


ТУ] вт _ pCmk) 
UE = а >, fm) „У рт sf mk) 








(тё) 
ыу 


由 定理 6. 3.2, 有 
ит) Е 
FOS = л-во) = фе. 
因此 ,由 (7),(8) 有 
: 
Q= X ra) | O) =F E gL, 


< 


于 是 ,由 (6),(8) ,定理 已 明 . 
定理 3 Fa 2 的 条 件 下 , 若 gi OD 为 完全 积 性 函数 , 且 g1 Cp) = gCp), 则 





bk 
Ne ل‎ > |z [кыр авс СЕС 
Е 
证 ;由 (4), 有 
и) = 1р 80) 
Ир = +4 D rA gp) "° 
则 
E = OT] т = Юю CD TT 1= gı CY. 9 
外 Ca 
因此 


Й 
У Уон о-в 
РЕА 4 二 


= Уюк Ў). 
E piê f 
此 式 包 有 所 有 的 gı (DCO < k < ©. 因为 如 果 





则 в: Срат р.) ова СРР" ее р") 车 出 现在 此 式 的 各 因子 中 ,因此 


Sy > Dab. 
e FO > а 





再 则 


(k) Ë Ck) 


ESS m = =. а 
la I< DAD TOAD T [1-8 
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因此 得 本 定理 . 
定理 5 命 人 三 0,M> 3. 记 在 A 与 A 十 M 间 的 素数 个 数 为 x(A;M). 则 


«м < f (1 + О( Ше М). 


此 处 与 0 有 关 之 常数 与 A RM XX. 
证 :由 于 
Ам = У 1+ X> 1<м?ї+5‹(А,М). ao) 
Р 
现在 取 整 数 集合 (5) 为 适合 A 一 mn 之 A 十 M 的 全 体 整 数 . 用 定理 3 的 记号 可 知 
5(А:М < М, 1<ё<УМ ар 
对 所 有 的 A > 0 WR ЗУ. 现在 来 估计 N.. 因为 
D 1- [H[f] 0+. Ro 


лаам 


йа = 上 .因此 





УХ = log #+O(D. 
+ 








由 定理 5. 9. 3 可 知 
a E االات‎ ы 
[0a 一 п >) < HO ral = O(log k). 
м 
kik: а 1 
2 (шшр) Пао» Ho-a» 
=0( У) logkilogk:)= OF log"). 
== 
故 
N <— AM + Oeog’). 
Тв + ООУ 
取 
£= Мі /log' M. 
则 得 


Nd < atl! + Ol 87). 


以 此 代 人 (10),(11), 即 明 所 和 欲 证 . 
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$ 5. Со!ЧЪасв-Шнирельман 定理 之 证 明 


定理 1 车 a 三 2, 则 


а ауз 
r < га.) $: 


证 :a 一 2 或 4 二 3 时 ,因为 r(a) = 0, ERE RI. HF a 是 奇数 ,而 pp 十 ps = 
а, p = 28% р, = 2. 此 时 rla) < 2. 定理 显然 成 立 . 
以 下 设 a 宇 4 且 为 偶数 . 易 得 





ra= $у1< X 1+ X 1+ У) 1<5(40+2/уа, а› 
БОШО E se 
此 处 
59 = У) 1. 
пн» 
prer 


现在 给 一 整数 集合 b = сба —с)(с = 1,2,+=+,а). р + р: = a Î papi > 


Va, pi (а— pi) = pi (a — р) = pi pi RIED < Va 的 素数 所 整除 . 若 用 § 4 的 记 
号 , 则 得 


Sa < м, 1<5\. (2) 
ФМО) 表示 同 余 式 z(a — z) = 0(mod k) (0 < z < b) 的 解数 , 则 
1= 1 [jucb+TD， 
У. > [reo + 


此 处 0 < TCR) < МО). НАВ 


D, < Aa + Ma) 
T 
及 
> MG) 
1> G) > (7 —1)M(k) = рт МО). 
Ул > [Ем > (F-1) 
命 
кю = МӘ, (3) 
则 
,1 = g(Da +R), (4) 
此 处 


| RG) |< MG) < k. (5) 
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由 定理 2. 8. 1 知 MCE) 是 上 的 积 性 函数 , 故 £ CR) ЖЖ. 又 


1, pla, 
мор) = 
Р f phe; (6) 
故 由 (3) 得 
Ë: pla, 
вож] (©) 
2. pta 
(р É 


因为 2 1 a, Ë g(2) = Ti IN 8k 0 < кор) < 1, 故 可 应 用 定理 4. 3, 若 人 一 
эе ре WAG) 及 (6) 式 得 


в = Шифо = П MED 





15 
-iffe 





> Ia+o = ©, 





* 
= 
此 处 
моко = Цаа), рур, 为 不 同 的 素数 . ® 
由 定理 4.4 得 Á 
`] 1 РЕ ти 
(1-5) "Жк > Dam +I: 5) 
> У 1 У) һо). 
&* < 
Е 
ФРА Mk = рї ера? qh JEP рт 与 ge 均 为 互 不 相同 的 素数 , 且 pr | argu 
ta. M|) m аа 


k 


m 





= р 





Jh 0 < cı < а, ***,0 < с < a,. ЖЕЖ m, i (8) А 
Һот) = ЫА +b). 
故 由 习题 6.5.1 得 
Fa ni nz 3 >: да+ eA Hb) 


= 5 La +a ааа Ы) +b, 


= k 


+7. 




















BEA unpenn 密 率 
_ ууа 
“к Е 
故 
— 1: 二 Ers 
Хв > ое (1 >)” сое (1 >) (1+) 
< £: p yt 
> (1 >) (1+ >) 
үл 
>) “也 | Ф) 
HK = Т[›. иш 
Па-аәк eg аас 
ЕЛ 
<2.31(1-2)' <6Па+о = ваю < sr, 
© pn 
故 由 定理 4. 3,(5) 及 (9) 得 
£; 0 kik q 
оме е р 二 * 
1 
=" + +ме. 
JK € = a”, hA) 式 即 得 定理 . 
定理 3.4 之 证 明 :n 宇 2 时 ,有 
Упа <+ 
& & 
Sita gi 25 
3 
<14 вк 22 1 





< minlk ski) < VEE tk 
ў ЧЕ А 
Хтела па TAT 


(589) 


Togn 


因为 (k ska) 





<1+d 
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<a 
Log'm 
即 得 定理 . 
习题 1. 设 ,k,l 都 是 正 整 数 , 且 (k,1) = 1. x(x;k,1) 表示 算术 级 数 a, = kn + 
Ln = 1,2,…) 所 包含 的 不 超过 工 的 素数 的 个 数 , 又 命 3 是 满足 0 一 3 一 1 的 固定 常 
BOREM k< 7 RH 
жанр < —#— (1+0( Чо ов” у), 
plog Z ый 
此 处 O 中 所 含 之 常数 与 4 无关 ,但 与 3 有关 . 
习题 2. 若 p,p 十 2 同时 为 素数 , 则 与 p 十 2 就 称 做 一 对 “ 李 生 素数 ", 以 Z, CN) 
表示 小 于 或 等 于 N 的 “ 李 生 素数 ”的 对 数 . 则 
ZN) < e 





N 
lofN' 





并 证 明 级 数 
L 
Ур 
收敛 ,此 处 p' ARAM PERKE”. p 5 p' 一 2 是 一 对 “ 挛 生 素数 ” 





$ 6. Waring-Hilbert 定理 


在 $ 886 一 7? 中心,civcz" 皆 表 仅 与 有 关 之 正 常数 与 O 有 关 之 常数 亦 仅 与 
ЕН. $ $6 一 7 之 目的 在 于 证 明 

定理 1(Hilbert) ”对 任 一 整数 人 (三 1), 有 一 正 整数 < 存在 , 凡 正 整数 必 为 不 多 
ТЕК RHH. 

今 定义 W 为 整数 

Ateta 
所 成 之 集合 ,此 处 z. 各 过 所 有 的 非 负 整数 . ELA 为 W; 中 不 同 元 素 所 成 之 最 大 
分 集合 . б 
в =а 8". 


证 明之 环节 在 证 明 : 
定理 2 ” 若 上 > 2, 则 A, HEKE. 
由 定理 2. 3 可 知 定理 1 可 由 定理 2 直接 推 得 
定义 r(a) 为 不 定 方程 
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并 十 … 十 区 =a, 1.20 
之 解数 . 今 先 证 明 : 
定理 3 ИР м 


Уна > a (m, 
<=. 


证 :显然 可 假定 n> c. 有 
У) 0а =-1+ у) D 1 
<=. ы; 





> (=) -1> sqa, 


e 


由 定理 3 及 定理 2. 4 可 知 , 中 心 环节 在 于 证 明 ， 
定理 4 若 k 之 2 及 nn 之 1, 则 
Drw Lakn, 
ВЕКЕ PB EE JJ , UY thi E 2. 4 4 及 定理 3 即 可 得 出 定理 2 &. 
今 将 定理 4 略 变 其 形式 . 
定理 5 车 人 之 2 及 P 之 1, 则 
H 
IN Xet а Зо ФРИ. 
ЖР = [n'*], BRIN n На P > n. 
习 知 , 对 一 整数 4 
ме, 90, 
Гета £ # q 0. 
由 定理 5 得 出 


aros > с, > зу 


оса? 4 
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< а (лай, 
此 即 定理 4. 
因此 今后 之 目的 在 于 证 明定 理 5. 
ЗШ. 从 定理 4 推出 定理 5. 


$7. Waring-Hilbert 定理 的 证 明 


定理 1 若 X,Y >1,п 为 一 整数 ,e(n) 表示 方程 


жу блу =n (|z. |< X, | у. |< Ут = 1,2) а› 
的 整数 解数 , 则 
XY, Fn =O, 
о» 
e, ано L, Янко. 4 


证 :Dn = 0; В} zi sz: yi 所 能 取 之 值 分 别 不 超过 2X 十 1,2X 十 1 及 2Y +1. 
М хаха, 确定 之 后 ,ys 最 多 只 能 够 取 一 个 值 , 故 
q(0) < (2X + (2Y +D < (3X) (3Y) = 27X°Y. 


同 法 可 得 
900) < 27ХҮ*. 
м 
q(0) < min(27X?Y,27XY?) < /27ХТҮ. 27ХҮ* = 27 Ху, 


2)n т 04 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 X < Y. Я qO) 是 方程 
To 十 za =n (nz) =1, | z: |S] z I< X, | у„|<Ү,т = 1,2) 
(3) 
的 整数 解数 , 易 知 zi Z 0, 否 则 zs = 0, 则 = 0 ©. 此 与 假定 相 矛 盾 . X f q (nizi, 
ха) 表示 对 于 一 组 固定 的 zi ,zz, 而 (zl,za) = 1, | zs | <| zi |< Х, (3) у, 
э» 的 整数 解数 . 由 定理 1. 8. 2 知 此 时 (3) 式 可 解 . LAF y!,y: 是 其 一 组 解 , 则 其 他 的 
Ж yy: 可 以 表 成 
ж = Уа. x= у, 1 为 整数 . 

故 





БЕ 
AY+X 


2¥ 
са agtlS Ti 





aman) < کہ‎ 
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2151+1 


Га | 





зех 


因此 满足 条 件 (zi ,zz) = 1 之 方程 式 (1) 之 解数 不 超过 2， ЗОХҮ = 60ХҮ. 
其 次 ,着 (riyzz) = 42 ld | но = т\. = z; ,此 时 即 要 求 方程 


zintan (< SY m= 12, 1) 


的 整数 解数 ,由 上 述 知 其 解数 不 超过 60 Ž - Y. 
故 当 nn 关 0 时 得 


q(n) < 60XY 3) L 
定理 证 毕 . 
定理 6. 5 显然 是 下 面 定理 的 推论 . 
定理 2 #k2>2,f(zm) 为 一 个 人 次 整 系数 多 项 式 
fO) = аз? Жаз + Ната, 
а, = OD ,art = OCP) „заз = OCP) ,a = O(P), 
и 
аг j-i 
5" da = ОР"), w 


证 :k= 2 时 ,(4) 之 左 端 乃 方程 
У) бв) = f(y) = fy) = f(z) + f(z — fO) — fC) 
(f(D = азл? алх Fas, a = ОО), а, = ОКР), a, = О(РЇ)), (5) 
O< r... <Р, 1<m<4 
的 整数 解数 . 命 z, — у, = x; saa (z, + y.) +a, = wO < 4). (5) 的 解数 不 
超过 方程 
nw tew = nw + zw, (z, = ОСР) шу = O(P),1 <i <4) (6) 
的 整数 解数 . 车 以 a(n) 表示 方程 
аш + зам = n 
(z, = O(P),u, = O(P),m = 1,2, НН O fi XZ ЧС) 式 相同 ) 的 整数 解 
数 , 则 立 得 (6) 的 解数 为 >] аст)". 由 定理 1 可知 


ма 


У) a = OCP) +0( > (> 1)) 


мет < 
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=opo+oP У) zz У 1) 





оро о( > 5 Е туп) 


= О‹Р*). 
定理 成 立 . 
现在 假定 > 3. 由 归纳 法 ,假定 《一 1 时 定理 已 真 . 由 于 





-cr 


В 
= У Уре р, (7) 


er 
此 处 SD’ 表示 过 所 示 区 间 内 整数 的 某 一 部 分 集合 ,而 P(z,h) = tya +h) 一 
SED Ch 9 0) E фбх,һ) 看 成 变数 工 的 多 项 式 时 ,可 知 ph) 乃 是 适合 定理 要 
М 
求 的 一 1 次 多 项 式 . 记 a, = De 
e ye ja 
[Denn Sa max(| Ba) ,pr ). 
= Фе 


#| У а,|< P, 则 定理 显然 成 立 . 否则 ,连续 运用 Буняковский-5еһага 不 等 
式 ,得 














"лау < 
А 
OO 中 
r w 
' к Ж (8) 
合 
= Ane. (9) 


H#+o<r<P, шя = О‹ тах | er) D = OCP"). 由 (9) 及 归纳 法 假定 
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LAm | = |, 


ass i аз] 
«онр а-о. 
将 (8) 式 4 方 后 积分 可 知 
= а A E tu 
"а-о Б ее”) 
= ор 





А‹л,)А(я:)А(л,)А(л,)) 





=P, pu , рей en) = Оре), 


定理 证 毕 . 


第 二 十 章 ” 数 的 几何 


$1. 二 维 空间 之 情况 


本 节 中 将 以 二 维 空间 为 例 ,概括 地 说 明 本 章 之 基本 内 容 . 

定义 1 命 < 表 平面 上 之 一 简单 封闭 曲线 ,此 曲线 范围 平面 上 之 一 部 分 R, 称 
之 为 域 , HR R 中 任意 二 点 连 线 之 中 点 年 在 尺 中 @, 则 此 域 称 为 凸 域 . 

ЧАИ: BU ,椭圆 .平行 外边 形 、 正 n ИР. 

西域 之 面积 是 存在 的 且 可 以 定义 为 :在 平面 上 打 方 格子 ,格子 眼 全 在 及 中 之 
小 方块 面积 之 和 之 极限 . ) 

本 章 将 用 及 与 凸 域 有 关 之 若干 概念 及 若干 性 质 , 若 欲 与 以 严格 说 明 , 则 必须 有 
积分 论 及 拓扑 学 之 知识 . 如 读者 凭借 直观 , 则 了 解 本 章 之 基本 内 容 亦 无 用 难 . 特别 
是 在 应 用 时 ,所 取 的 例子 并 不 需要 特殊 的 积分 论 或 拓扑 学 之 知识 . 

定理 1(Minkowski 基本 定理 ) 平面 上 一 个 以 原点 为 对 称 中 心 之 凸 城 RR, 其 面 
积 若 大 于 4, 则 其 中 必 包 有 异 于 原点 之 一 整 点 .( 整 点 者 二 坐标 篆 为 整数 之 点 也 , ) 

证 (Haj6s) :以 各 偶 整 点 (2r,25) 为 中 心 做 边 长 为 2 之 正方 形 Ss. H Sara, 中 有 
尺 之 一 部 分 ,利用 变形 一 2r = x',y 一 2s = y ,将 此 部 分 搬 到 正方 形 So. 之 中 如 此 
H RZA RBA ERPE Soo ZP. 由 于 面积 二 4, 故 至 少 有 二 点 重复 . 假定 此 二 点 
是 由 两 个 不 同 的 方块 5. Sorar 中 搬 来 者 . 原来 此 二 点 之 坐标 一 定 是 

(za + 2", уо + 25), (ze +27, + 2). 
由 于 R 以 原点 为 对 称 中 心 , 故 
( (ze + 2), — (yo +2з')) 
BE R ZF. AY R E ig, — (zo + 2r, yo +29 С z — 2r, — yo — 24) Ж 
中 点 








ж» 2 (по F2) »+2з3—(»+%0\__„‚_,„ 
{ee 3 )= or 一 ”一 六 


仍 在 RR 之 中 , 故 得 定理 . 
不 难得 出 以 下 之 结论 : 


O 由 此 不 难得 出 ,连任 二 点 之 线段 必 全 部 在 尺 中 . 
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жи2 ”车 将 定理 1 中 的 假定 改 为 面积 宇 4, 则 结论 变 为 :“ 所 存在 的 异 于 原点 
之 整 点 在 R 内 或 其 边 上 ”. 
应 用 之 一 . 取 R 为 平行 四 边 形 
{г< ө. 1915, CD 
此 处 
ёа +h, = уду, 8-Я = А09 0), 
apy ЖЖ. (1) 定义 一 以 原点 为 对 称 中 心 的 平行 四 边 形 , 故 为 凸 域 . 其 面积 等 


= f las |а = 1 ~ 46. 
A= [аа = | Е | den rai Гав = Er 
üe üe ЕЗ 

ик > 4, 则 有 一 非 原点 之 整 点 适合 于 (1D. 即 得 ， 





#b>0,>0, >| A1, 则 必 有 一 对 整数 (z.y)( 关 (0,0)) 适合 于 





特别 取 a = 





1,7 = 0, 则 得 一 整数 对 (zx,y) CA (0,0)) 使 
1z+p S. lls}, 


B+ 





ТУТ 
此 即 定理 6. 10. 6. 
应 用 之 二 . № К 为 权 贺 内 部 
ет < и. w 
此 显然 亦 适 合 定理 1 之 假定 , (2) 之 面积 为 
2 р agay = ДЕ 
sy = [ бе аа тат чем = ат. 
tife е РЫ 


= 
# r 三 41A1, 则 有 一 非 原点 之 整 点 (z,y) 适合 于 (2), 由 于 任 一 以 原点 为 中 心 的 
椭圆 可 以 写 为 
az’ +hry + cy? =r, (3) 


4 e = a + > 及 9 = Ey OD 可 以 写 为 (2) 之 形式 ,而 





故 得 : 


数论 导 引‏ ا 


定理 4 #a>0.a— (2) >0,4= а (2) , 则 必 有 一 整数 对 (Cz, 


= (0,0) 使 





ах: +hry + ey" < £a. 
4 2 
1 Я 生 可 以 了 SA 
此 结果 并 非 最 好 ,实则 此 二 ек. 


应 用 之 三 . 取 R 为 双 曲线 所 范围 之 域 . 
lalis. w 
HERRER. 因此 不 能 直接 应 用 定理 1. 2. 今 之 方法 为 在 此 域内 做 一 凸 域 ,使 其 面 
824.59 


(Фин, ©‏ > ا 


且 
е yl<2r (6) 
EAR. 今 先 求 凸 域 (6) 之 面积 
3) ЕЕ: 8ے‎ 
р. ca е тал [знн 


Тейн» 
Mit: 
ERS 必 有 一 异 于 原点 之 整 点 使 


Ге 2140}. 





由 (5) 立 得 : 
定理 6 ” 必 有 一 异 于 原点 之 整 点 使 


1@ | 和 去 1a1. 


此 定理 也 非 最 好 之 定理 ,已 有 人 证 明志 TRUE 


F 
$ 2. Minkowski 之 基本 定理 


R Jy n 维 空间 中 的 有 限 域 ,如 R 内 任意 二 点 联 线 的 中 点 恒 在 R 内 , 则 R FRY 
M. 

定理 1 在 ”= 维 空间 中 任 一 以 原点 为 对 称 中 心 且 体积 大 于 2" Z (h 5R R ОЖ 
体 ), 必 包 有 一 异 于 原点 之 整 点 - 

定理 1.1 之 证 明 不 难 推广 到 =” 维 空间 , 今 用 另 一 方法 证 明 本 节 之 定理 1. 
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证 (MordelD) ; ft 上 为 一 固定 之 正 整数 ,9.- 路 过 所 有 的 整数 , 则 诸 平面 





三 一 12 


分 空间 为 立方 体 ,每 一 立方 体 之 体积 等 于 [三 】 дян (E, E), амо 
表示 角 点 在 尺 中 之 个 数 ,A BÈR 之 体积 , 则 由 积分 之 定义 可 知 
lim(2) No = A. 
H А>? , 则 当 上 + 充分 大 时 , 即 有 NCD > r. 
另 一 方面 ,(g q.) 中 最 多 只 有 C MEKAR mod tB R ГА 
(2.28). (28... 22) 
ә) 


JÊ qı — qi= 0(mod г). HF R 以 原点 为 对 称 中 心 , 故 尺 包 有 





又 由 于 R 为 西域, 故 R 中 亦 包 有 
ГДЕ 





之 中 点 


此 乃 一 整 点 . 故 得 定理 . 

同 理 亦 得 : 

定理 2 PERMI 中 ,将 条 件 “> 2°" 改 为 “> 2"”; 而 将 结果 “在 R dh” 改 为 
“在 RR 中 或 边界 上 ”, 则 定理 1 依然 成 立 . 

更 精密 些 有 次 之 

定理 3 ”由 原点 品 作 一 射线 交 凸 体 R 于 P. 取 OP 之 中 点 Q, 当 己 过 凸 体 上 之 
所 有 点 , 则 Q 描绘 出 一 凸 体 , 命 之 为 Ri ,在 定理 2 之 条 件 下 ,可 假定 得 出 之 整 点 在 
R} Zt. 

证 : 命 p 为 由 原点 0 到 R 边 上 之 最 大 距离 . 取 一 整数 N 使 2" < o < 2" , WJ 
R, x 之 边界 点 与 原点 之 距离 必 小 于 1. К, x 中 除 原点 外 无 其 他 整 点 , 故 定理 2 中 
所 得 之 整 点 必 在 R* 之 外 . 故 有 一 整数 m, 在 R:~ 中 或 其 边界 上 及 R,' 外 有 一 整 
点 (Zz,… ,zn). 因而 整 点 

GD) 
ЖЕНЯ ERR} 之 外 . 
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$3. 一 次 线性 式 
Фа, 为 实数 ,及 
& = вал +e Hanta 12 а› 
行列 式 
aale 
an 
MRA 


Га ISA 1&!<м% е, 16 ISA. 
此 为 一 以 原点 为 对 称 中 心 之 凸 体 ,其 体积 为 


fof dae, + derde, = jh 


Wh < 





= ff dg, авав, = Ас Ае 
алва, 
HH Maa, >1A1, 则 及 中 有 一 异 于 原点 之 整 点 . 若 jhz…h, 之 |A1, 则 有 一 异 于 
原点 之 整 点 在 R 内 或 在 其 边界 上 . 故 得 : 
BMI Pareh 是 具 实 系数 的 n 个 变数 z，，,… ,Zz, 的 线性 式 ,其 系数 行列 式 
Ж ДУА нА, ien PEMA 





AA >| А l, 
则 有 整数 т, ,z，，… ,zx, ENF, Е 
lI& Ià |e lSh IE <А. 
定理 2 定理 1 之 结论 可 以 加 强 , 即 有 整数 z... 
Ге Ka ГЕ <А Га |< 
Ef e N= ER. 由 定理 1 б АЕ 4х ,使 


=, м نه‎ А. 
els аот, Гаі <А le IS р <А 


当 e 一 0 时 ,由 于 整 点 的 不 连续 性 , 故 得 定理 . 
取 n 十 1 代替, 取 
& = = (< v< n.u = ал Tam He Hat, + zn s 


| FHM OK 











СЕЗУ 





则 由 定理 2 可 得 : 
定理 3 必 有 一 组 整数 zi ,…',z. 及 y, 不 全 为 0, 使 
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| ал +e Балх. Бу |< = 
而 
Iz. |5 г” (此 处 :为 任 一 实数 > 0) 
又 取 

& ==, & = л,—алы SOS, 

м=г, a = (а<ә<л), 
则 得 : 

定理 4 ба 

э) 使 





за. 为 一 组 实数 及 : > 1, 必 有 一 异 于 原点 之 整 点 (zy ya， 
|ах—у,|< + 


1<=<r. 
换言之 , 必 有 一 组 以 为 公分 母 之 Ч 


е) 


|<. 1<v<n. 
Я с. 为 有 以 下 性 质 之 最 大 正 实数 : 若 0 < c < c. W 


| 天 < 


т 
有 无 穷 组 解 由 定理 10.4. 4, 已 知 с 
定 





1 








1 和 vsn 


М5. 但 当 m > 2 时 ,这 问题 还 未 解决 , 
理 2 建议 ,是 否 连 | & 1<А 也 可 改 为 | & | 一 为, 此 不 可 能 . Я, 
& = zf 





ant rao 一 anri Hant: Pos 
& = саал Баета + Фанат, + z. 


А (2) 
则 由 Та |< 1, 可 得 z = 0: 青 由 | & | 一 1, 可 得 z = 0; 等 等 . 故 仅 有 原点 使 
Га < 1, та 11,6 16 |< 1 
в 


= Хг, а<ъ< n 
表 一 模 变 换 . 将 此 代入 (2) 所 得 之 齐 次 式 也 有 与 


3 (2) 同样 之 性 质 . 问题 ,除去 所 列举 
之 情况 外 ,能 否 一 起 改 为 *<” 号 . 此 乃 有 名 的 Minkowski 问题 . 数 十 年 来 仅 能 证 明 
n < 7 时 之 情况 ,1942 年 匈牙利 数学 家 Hajos 才 一 般 地 了 予以 解决 


$4. 二 次 定 正 型 
SEBR К. 
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а+-—-+@<. а 
为 了 证 明 (1) 是 凸 体 ,只 须 证 明 
(EHE) ++ (6) БЕСЕУ + (gf + +b). (2) 
由 于 


у НИ, ia 





(2) 式 显然 真实 . 
因 n 维 空间 内 半径 为 r 的 球体 体积 为 1" — 
г 






| (а 
ә 





аба? з? 


=н x" 
[al ET: ча BT rar) 


于 是 得 出 : 
定理 1 有 一 组 整数 zx;,…,z. 不 全 为 0, 使 


ана (1 





此 处 
хі" 


r(z"+4) 
定理 1 可 以 换 . 一 种 形式 表示 之 . 二 次 定 正 型 
Фа) = ал, an = a 





可 以 表 为 
о=&+.-+&. 
ff 之 行列 式 A 之 值 为 D = | а, | 之 值 之 平方 根 . BIN A = (a。) 为 定 正 矩阵 ， 
故 有 矩阵 B 存 在 使 A = BB',A = | B |= D+. 故 定理 1 可 以 改 述 为 : 
a) 是 一 定 正 型 ,其 行列 式 为 D, 则 有 一 异 于 原点 之 整 点 








Qn rz.) < 4770", (3) 
命 y. 是 最 小 的 常数 有 次 之 性 质 者 :有 一 异 于 原点 之 整 点 使 
Qn к.) < у,р"". 
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由 SIEA y = 迄今 数学 家 仅 知 7.(2 < n < 10) 之 数值 : 


ъ=, =, = 
一 般 言 之 ,所 知之 结果 为 





n = VN = 209, = 2,92 





к<” (nen). 





$5. 线性 型 之 乘积 


先 讨论 域 R: 
Га а› 
此 域 显然 以 原点 为 对 称 中 心 , 且 由 
[Ejeet e D 
可 知 R 是 凸 体 ,其 体积 等 于 


[е] ааа, = HI z 


"ийыш, 






zr 
allal 
故 得 ， 
定理 1 有 一 异 于 原点 之 整 点 (zx，，,…,z,) 使 
le I+“ e |< оа" (2) 


当 n 二 2 时 ,此 乃 最 佳之 结果 . BERE = +, 
(2) жа 1 十 | 名 12. 但 由 于 
Та IH & |= тах & +& |, 1&—& |) = 2max(l z |, | y |), 
故 车 此 小 于 2, 则 zz = y = 0. 4 n = 3 Rf, Minkowski 曾 证 明 有 一 异 于 原点 之 整 点 
Ко, т) 使 





+ ¬ اھ | لاور‎ = 2, 而 


la На He I< (208 141)", 


НИШ 是 最 佳 者 . 当 > 3 时 ,此 乃 一 未 解决 之 问题 
在 今后 讨论 线性 型 之 乘积 时 ,将 用 及 下 之 
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定理 2 На 之 0,…,a. > 0,W 





Саз ~ 


证 :Dn = 2 时 ,用 归纳 法 .已 知 当 k = 1 时 有 


ata 
=“. 





(aa) < 
今 假定 当 n = 2 时 ,定理 为 真 . 则 当 n = 2° 时 有 


(a, ap È = {Camar JFT (armi map FT ра 
< ((е 十 ypa 1 (= ы" 十 az ) W 





«аа, 
2)( 反 向 归纳 法 ) 今 往 证 明 若 定理 对 n + 1 为 真 , 则 对 n 为 真 . 取 
anı = lai += +a), 
= 
由 假定 可 知 


А Е 
(Farata а) ачаа «ЧЕ а 


= =l + +a, + а + +4] 


arteta 


故 得 
کر‎ < (65 





шет. 
由 定理 1 及 定理 2 立 得 : 
定理 3 ”有 一 异 于 原点 之 整 点 使 
ача <А. 
注意 :由 їз 之 定理 1 亦 可 得 出 , 必 有 一 异 于 原点 之 整 点 使 
Тее IKI Ai. 
i FE n> 18 я! < ‚жї з 较 佳 . 命 % 代表 最 小 的 正 实数 ,使 凡 7 > 
六, 则 必 有 一 异 于 原点 之 整 点 使 
lamg «уа. 


今 仅 知 = Ж?” = L (Davenport). ЕН у. (л > 4) 为 一 尚未 解决 之 问题 
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$ 6. 联 立 渐 近 法 








PEI Фаза. 是 n 个 实数 , 则 有 一 异 于 原点 之 整 点 (z，，…,x,) 及 整数 
y= 1) 
و د ااب‎ СЕ 
а р 1,2 
证 : 先 研 究 


la-a |+ |2| <r. 1<i<n 1#0. 


此 力 一 以 原点 为 对 称 中 心 之 凸 体 , 其 体积 等 于 
ИЕ = z —ay, 1 Si Sn, 






=! к T 


аваа = 27 |е 





اء 
n+1‏ 


于 是 即 有 一 异 于 原点 之 整 点 (Zz,… ,zx.,y) 使 


m, 





пано [|< FD)”. 
由 定理 5.2 可 知 
一 ay > 
|. | > Зв 
即 得 


|“-= —" i= 1,2 зэ. 
y| ` Qm+1)y* 


此 定理 略 佳 于 定理 3.4. 迄今 最 佳之 结果 为 


a>r = + ==)” 
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IE. Ëa = Ву (v= l, m 是 n 个 复数 , 则 有 复 整数 <，，,…,z, ,ww 存在 ， 
使 














n 。2 (2n+1 
< £ 





$7. Minkowski 不 等 式 


Ща, 200 l enr >O EN 
M,a) = [тенор P а› 


M r <0 ER— а, 一 0 时 ,(1) 式 无 意义 .此 时 定义 (af 十 … 十 aa 
Or 0, STE 


ма) = [Fai + ta; 








但 ”< 0 且 某 一 a 一 0 时 ,M.(a) = 0. 今 后 将 a, > 0G = 1,…,n) 记 为 (a). (a) > 0 
表示 а, 200 = lyen), (а) 天 0 表示 а, 不 全 为 零 . a > O(i 二 1,…,n) 中 之 最 大 
者 记 为 max a, 最 小 者 记 为 min а. 

如 有 不 全 为 0 之 实数 iv, 使 ja, = phili = 1, , 则 称 (a) 与 (5) 成 比例 . 

定理 1 lim M,(a) = max a, 

证 , 因 r =d- oo Tit r > 0. 于 是 有 

(ека) < M,(a) < (стаха, 

即 


(1) max a < M,a < max a, 
B lim (+) (2) = 1, lim M, Ca) = max a, 
定理 2 limM,(a) = min a. 
ME r e oo AI r < 0. Ca) > 0 Bf, 


ме = [Rei = +a] = 1 


БТС) ++” 





6. 
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1 
= min a. 








1 
Зем.) mex} 
M r <0 R 3— а, = 0 Bf ,M,(a) Ë min a 均 为 0. 仍 有 


lim M,(a) = min а. 


lim M,(a) = 








定理 证 完 ， 
定理 3 limM,(a) = (a, 
均值 , 记 为 GCa). 
0, 则 定理 显然 成 立 . 





证 :Dr 之 0, 且 某 一 a 
2)r Z 0, (а) > 0 8, H (1) 有 
Mca) = [TG + Har 


当 r 一 0 时 ,利用 求 极限 的 L Hospital 法 则 ,可 知 
a 

= Пов а, М 
Даа, 


Leai t +a) 
п 


hee (eet) 








Eg a a 
lim log (Fai ++: 





于 是 
limM,(a) = lime a) 
= ERT = eam" э (аста) = Gla). 


3)r>0,Ra 中 有 某 些 个 为 0, 则 不 妨 假定 a > 


= a, = 0,5 < n. РАЖ 
мш) = |E tetan)” = (Ee La жена) 





г (z) [ka +. +) 4 


由 前 之 结果 ,有 im 二 (ei + +a | = (аад. RE < 1, r > OM, 


z)” =o. 


(= 


FAM r> 0, ЖА a, = 0 时 , 仍 有 





limM, (a) 
А 





定理 证 完 . 
引 1 #a+B= 1,а 220,820, W з > 0,1 > 0, EF 


DÈ Cara) ЩИ n 个 实数 (之 0) 之 几何 平 


(E) аео") 0. Cawa) = 0 


за, > Oram = am = "+ 
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re < =+, 
且 等 号 只 当 * 一 上 时 成 立 . 

证 : 当 * 一 上 或 %t 中 之 一 为 0 时 , 引 1 之 前 半 部 分 显然 成 立 . 今 往 证明 з 3 > 0 
且 s 关 + 时 之 情形 . 


Шз 1.0 <а<11-а 


人 的- 





В.т 


[утау < dy = (2-1). 





由 
iy 
(г) -1«4(2-1). 
立 得 
r < = +8. 
# ft = а + (B. МУ з 对 称 的 关系 ,不 妨 假定 : > + 于 是 有 
Ja = аја, 
亦 即 


Го '— Ddy =0. 
此 为 不 可 能 之 事 , 所 以 必须 * = t. 
引 2(Holder 不 等 式 ) #a+@8=1,a>0,8> 0. MH Ca) 与 (0) 不 成 比例 时 ， 
ня 
Уан < (Da) ОЈ. 
证 : 因 (a) 与 (5) 不 成 比例 , 故 必 有 i 存在 (1 < i < п) № 


ый, 
Ха Db, 
于 是 由 引 1， 
Б ИР 





故 得 
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> н < (Da) (Day. 
引 3(Halder 不 等 式 ) А0 1а) GO RREN 
Rab) Z 0 时 , 恒 有 


Уа < (a (ey a>, (2) 
Уа > (Det) (Ser) G<. (3) 


证 :Dk НЮ. eet k 
由 引 2, 有 


k 1 1 1.1. 
I>10<+<10<p<1l++p=1. 








b= Уату < (Set) (Ser). 
я = = 一 
DO Ств. жань = ето. жже 





0, 则 由 本 节 开 始 时 之 定 
= 0. 于 是 


Sah >0- (аи У)". 
я = я 

当 (6) > O Rf, h O < ¢ < 1, 

1 1 

















o<- <10< ٭-1=‎ >1, 
(z) (Ф) (+) 
由 引 2 可 得 
= Зав аво 
چ ا‎ e — 
< (Be) (уну 
= (ови). 
由 
Be < (Sas (et). 
立 得 


Das > Da) (Do): a<. 


数论 导 引‏ کا 








定理 4 0<r< s BRE a =a = a, 的 情形 外 , 恒 有 
M,(a) < M,(a). 
证 : 令 r= 和 0 一 “二 1. 则 有 





M,(a) = [haitta] 


= (01). 


аркар" 
i: ) 





定理 证 完 ， 
定理 5 车 (a) 与 (5) 不 成 比例 ,r > 0,r МА 


(Sa +e)" < (Ха) + Сю)" >D 


(Ха tay)" > (Sar) + (Ser) (<D. 
“ ч = 

证 ,1)r > 1 的 情形 . 

4r = уй” >+} =1шйзж 式 ,有 


Уа +в) = Хака +в + Укса мәт! 
Ë < (аажы 
u "(ea asa 
š È ура) + сўзи) (3car +o) 
= (Fer) + (He Hee +). 
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теи (У) а 二 5)") , 则 得 


[Za tay)" < (а) + a)”. 
2)0 < r 一 1 的 情形 . 
此 时 , 恒 有 i 存在 ,1 < i < nd a +b > 0. 否 则 ,车 
ath, =0 (i=l, n), 
Wh а, 20,6, > 0, 


а=ь=0 (G= lpn), 





Ша) = (b) = 0. 此 时 (a) 与 (6) 成 比例 ,不 在 考虑 之 内 . 
不 失 一 般 性 ,可 以 假定 ,十 各 二 0G = 1,- п). 


r 





此 时 ,0 一 r<<1, 令 = T' 则 由 引 3 之 (3) 式 ,有 
Be + = Dee +6) + Анну" 
> (Ха) а, жыт р 
+ сўи)” 
一 (Da) (e, +}? + Сўи) КЕСИ 
= (È диваны 
机 六 有 以 {Ce вр) = ma 
(5 +b)” > а)" + Сўзи)". 
定理 证 完 . 此 定理 即 通常 所 谓 之 Minkowski 不 等 式 . 
$ 8. 线性 型 之 乘 方 平 均值 
定理 1 n> heg JE zi, z. 的 个 线性 型 ,其 行列 式 A 天 0. 其 中 


有 :对 型 是 有 共 二 复 数 系数 的 ,有 7 个 型 是 实 系 数 的 ,r 十 2s 二 n. 若 o 宇 1, 则 有 一 异 
于 原点 之 整 点 使 





Sa, жь 





(2) = (1+) 


1р2) 





(1% ЕЯ Е] 
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证 :由 定理 7.5 已 知 





(Ertha Е)" т а 
= < 
是 一 以 原点 为 对 称 中 心 的 凸 体 . 今 往 算出 积分 
А= ff атат, 


мана 
zt. 
A Ey = та Fang sen; = ВО = 1,2, з) АЗОВ ВСВ s ДНА 


айыр, 





和 
ие 


su = (E) ом, mens = (F) рыч, 16i <s 


> 
1 





тт zo” [4 


la 


(He ара |" [ава ао. 


ГЕИ 





Ф = Теано = 1,2, r + s ИВ 


A= 





pat eT (27 [4 Е нае 


=" киет (Т)" т =) 
rr te) 


\л1г(1+ *) 


= ат * (2) 
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时 , 即 





时 ,有 一 异 于 原点 之 整 点 适合 (1) R. 故 得 定理 . 
定理 2 JEMBER. PA eA, 是 n PER A = Ана leas) 


Bamin > (2) 1 A 1, 则 必 有 一 异 于 原点 之 整 点 ,使 


Галине, ТА <А. 
读者 自 证 之 . 
定理 3 ”与 定理 1 之 假定 同 . 命 
&=ъ (SUS = pe ipa. 


> ] 谷 |, 则 有 一 异 于 原点 之 整 点 ,全 





ALUL) ЖАНА, 


Iw |<, 1<v<n 
Жр om 之 行列 式 之 绝对 值 等 于 上 全 上, 故 可 由 定理 3. 1 直接 得 之 . 


$ 9. Чеботарев 定理 


а, 为 实数 , 且 系数 行列 式 





著名 之 Minkowski 猜 测 为 :对 于 任意 一 组 实数 py оп, , 恒 有 一 组 整数 zi ，…z,( 可 
均 为 0) 使 
1(&—д)+=(& — p.) <$ lal. 


二 2 之 情形 已 由 Minkowski 自己 证 明 ;n 二 3,4 之 情形 亦 已 有 人 证 明 ; 至 于 一 般 之 
情形 , 则 有 下 列 之 定理 
ДЕ 1(Чеботарев) H zsosz, 取 整 值 时 , 令 m 为 | а р)" С, — р.) | 之 
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下 界 , 则 





m<2 lal. 
证 :不 失 其 普遍 性 ,可 设 A = 1,m > 0. 于 是 对 任 一 e > 0, 必 有 一 组 整数 zi ， 
еза # 

















ПЕСЕЗЕС Бу рә |= 0<0<e. 
Ф 
G = lesn), 
w 
g= Deaan G= leen), 
目 其 系数 行列 起 万 之 绝对 值 
1DI- (Ñ ie al)" = 
HTI 1ê =a l> mi 
iei- Д; |>1-% 
同 理 
f 1&—1!>1—-0. 
于 是 7 
[1#1—1)>»а-ө. 
ахли с. F 
Iel< AFOOT G= in. 
今 往 证 明 ,C 中 除 原点 外 ,无 整 点 . 
BO 中 有 不 同 于 原点 的 整 点 , 则 与 之 对 应 的 总 ,… ,总 必 有 适 合 于 





—1<¢ -1<Q-0 S11 1<1 G= lesn); 
车 有 i 使 四 一 1 > 一 (1 一 0)*, 则 对 此 i 有 | 各 一 1|< (1 一 0)*, 因 之 
П [Rs a=. 
此 不 可 能 . 故 
—1<#:-1<-0-0*' G= 
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因此 





12, I< VI 一 GT 一 07 入 V25 G=1,-,m. 

故 知 当 9 很 小 时 ,车 C 中 有 整 点 , 则 此 整 点 必 与 原点 十 分 接近 ;由 此 立 可 得 出 
ЖИ. 盖 由 定理 2. 3, 若 C' 中 有 异 于 原点 之 整 点 , 则 必 有 整 点 在 C4 之 外 ,此 显然 与 
|&1< ба = yed Ж. 

于 是 可 知 C' 中 除 原点 外 无 整 点 . 由 定理 2. 1, 有 


к{ї+а—@')" a 
TDT е, 





ata-o < BZ 





当 e 一 0 时 ,9 一 0, 即 得 
m< 2. 


$ 10. 在 代数 数论 上 的 应 用 


命中 ，… ran 为 nn 次 代数 数 域 R(3) 的 一 组 整 底 , 若 于 O oe, 中 有 个 实 
Жол АРНЕМ Ж. + 27, = n, 则 易 见 下 面 ”个 线性 型 
一 二 2 
内 有 т 个 具有 实 系数 ,有 п 对 具有 共 驾 复数 作为 系数 又 易 见 此 组 线性 方程 的 系 
数 行列 式 的 绝对 值 为 VTST,A 为 域 R(9) ЖЖ. fa = a ,在 定理 8.1 中 , 取 o = 
1 ,可知 有 一 组 不 全 等 于 零 的 有 理 整数 z，,… ,zx. 使 


с 4 n! 
| Ne) | «101 (6) 2 TaT) 
亦 即 在 RCD 中 有 一 不 为 零 的 代数 整数 = 适合 


мо |< (4) a УТАТ. O 
但 | NC i 为 一 自然 数 ,又 因 2rz < п, 
лата (a) >”: ® 





5 数论 导 引 
所 以 {v,} 为 一 递增 而 趋向 无 穷 的 数列 . X n 一 2 时 ， 
УТАТ> и = >1. 





故 得 ， 
定理 1 仅 在 有 理 数 域内 ,基数 等 于 1. 
及 
жш: 若 人 为 一 有 理 整 数 , 则 必 有 一 有 限 数 a(A) ,使 凡 基数 为 和 的 代数 数 城 
的 次 数 均 不 大 于 пса). 
不 但 如 此 ,更 可 进一步 ,证 明 ， 
定理 3 ”对 于 固定 的 有 理 整数 A, 至 多 仅 有 有 限 个 代数 数 城 以 4 为 基数 . 
证 :由 定理 2, 只 须 证 明 ,对 任何 自然 数 ,n 次 域 之 有 基数 为 A 者 ,其 个 数 有 限 . 
ERO) 为 一 个 基数 为 A M n КД отто, 为 它 的 一 组 整 底 .全 
ат + т. i= len), 
HEX ror ШЙ. 不 失 普 这 性 地 可 以 假定 am = ara” 
бзен ш” RHR, LITT апте» ,其 中 1 < u < re. fr 
а =p (<<), 


nt = р На. О софт), 











а 








则 由 定理 8. 3, 可 知 有 一 组 不 全 等 于 0 的 有 理 整数 г; z; 使 
I < < 1829 УТАТ. (3) 
于 是 有 常数 ,ce US n 有 关 , 使 
la |< с VTA G = 1,2,0. (4) 
若 能 证 明 


а Фао (= 1,6910), 
则 由 定理 16. 3. 1 可 知 a” 为 一 mn 次 代数 数 , 且 易 证 R(9) = Rl). Фа" Иа 
不 可 化 方程 为 

f(t + +a, = 0, (5) 
则 诸 a, 必须 适合 


la l< (Je TAD = 1... (6 


因此 任何 具有 基数 为 A Мп KAR R CO) 必 与 某 一 Re" ) 同 ,而 a” 为 某 一 适合 条 件 
(6) 的 不 可 化 方程 (5) 的 根 . 因为 这 种 不 可 化 方程 的 个 数 有 限 , 于 是 就 得 到 定理 . 因 
此 最 后 只 需 证 明 


а жао G 


п= 1) ә) 
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的 成 立 . 
Жп = O, a" 一 天 人 一 





эл). aoaia 
ISING Kzh lo" |. 
但 
lee KELKO] G=l-n- D, 
所 以 (7) 式 成 立 . 
# т > 0,41 << —1В{, 


lee ml ge +e 1 1, 


z 
йаг» ада бин <> 
于 是 
. 1 а" |: 
<I NG IS Bl It. 
但 


Гато р" <la |, елы зет Fras 
而 ar б a" ‚ИН = 0, 于 是 | a | 二 去 ,而 得 


1 Nla’) | 
SING I< ya 


但 此 为 不 可 能 之 事 . 故 当 r: > 0 时 ,(7) 式 也 成 立 . 定理 得 证 . 
习题 1, 证 明 在 一 理想 数 a 中 可 以 选 得 一 整数 a, 使 


| Ne) |< УТА ТМ). 
习题 2. 证 明 任 一 理想 数 类 中 有 一 理想 数 a 适合 于 


Ма) < УТАТ. 
$11. | A | 的 极 小 值 


在 上 一 节 内 我 们 看 到 n 次 代数 数 域 的 基数 A 适合 
л> (H"G 


再 由 A 三 0 或 1(mod 4), 及 (一 1D)*A 二 0 的 性 质 , 可 以 作出 下 表 ， 
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n=o | n=1 | n=2 





== [аа | acs | 一 
a>2 |s<-5| — ‹ї› 
a>ns а<-п| aza 
n=5 |а |> | 42260 


但 经 实际 计算 得 出 | A | 之 极 小 值 为 


n= | n= | s= 








n= | а=з | а=-3| — 


нез ана |а=-23 аә 








т-а |a= [amars] а= ИТ 


由 二 次 域 RCV5),RCv 一 5) PERD th n = 2 的 情形 . 

对 于 n = 3 的 情形 , 若 5 适 合 z* 十 zx? — 2x — 1 = 0, 则 R(9) 的 基数 即 为 49, 而 
若 上 9 适合 xz! 一 x 一 1 = 0, КО) 的 基数 为 一 23. 

EF n = 4 的 情形 , 命 9 为 z' 一 2ar + (— 1)7 p = 0 的 根 .可 以 证 明 ， 

D % a =7,p = 29 时 ,可 得 rs = 0,А = 725; 

2) а= 3,p = 11 时 ,可 得 rs = 1,4 一 一 275; 

3) 当 a=—1 13 时 ,可 得 rs; = 2,A = 117. 

如 何 作出 表 ( 用) 是 一 个 问题 . 表 中 n = 2 的 情形 可 以 很 容易 地 得 到 . 但 当 
nn 宇 3 时 ,虽然 定理 10.3 的 证 明 供给 了 一 个 方法 ,可 以 经 过 “有 限 次 ”的 计算 , 求 出 
ROD 中 所 列 的 结果 ,但 在 实际 计算 时 ,用 此 方法 必须 求 出 数 以 千 计 的 多 项 式 之 
根 , 以 及 由 它们 所 决定 的 代数 数 域 的 基数 . 因此 可 见 在 解决 具体 问题 时 , 尚 须 有 款 
于 具体 的 方法 . $¥ n = 3 的 情形 而 考察 之 . 

假定 我 们 所 讨论 之 三 次 域 R(9) 的 基数 A 适合 于 0 一 A 志 49(r: = 0), 或 一 23 
< А< 0з = 1). 由 有 10 可 知 在 此 域 中 有 一 非 0 的 整数 a 使 

la [+la® |H a” |< r, а 









而 
42, 
ауыт 
a 的 次 数 为 3 或 1. 假如 能 够 确定 的 次 数 为 3, 亦 即 a 决 不 为 有 理 整数 ,那么 R(9) = 
Ra) ,而 由 不 等 式 (1) 可 以 确定 a 所 适合 的 方程 式 系数 的 范围 ,从 而 经 过 有 限 次 的 


计算 或 能 得 到 结果 . 但 很 不 幸 的 是 我 们 没有 办 法 确定 a 不 可 能 是 有 理 整数 . 相反 
的 ,由 于 + 3, 所 以 a = 士 1 适 合 (1) 式 , 耐 士 1 在 RCS) 中 ;所 以 此 法 不 能 适用 . 
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令 p 为 一 大 于 3 的 正 数 ,而 考虑 西 体 B. 
15 IH & 1+1 ISo 
die +&+& |<3(<p), 
其 中 
& = ol xı +f ri oj za, 
而 w san san Я ЕСЭ) 的 一 组 整 底 . 易 见 B 为 一 个 以 原点 为 对 称 中 心 的 凸 体 . 
йл A: 
la 1а 1 <o 
FÎ € ате = t RENERE HRA ЕС). W FG) = РС 0, HM r> 0 
Ву, РС 为 递减 的 . 于 是 


века = 2| Fod = 2 rura Jdu 


>2 3 Fondu = 3 xA MER. 
pto P 


但 
в, no 
31/9 
A WER = v 
"йж нь 
1 a3 
МН Minkowski 定理 ,在 КО) 内 有 一 不 等 于 0 的 整数 a 适合 
У, Wr =0, 
|a |Ha? |+ a” I< r = (2 
a а a” |< r TE. sn- 
及 
la” +a +a |< 3, (3) 


并 由 (3) 式 可 知 a 决 不 是 有 理 整数 . 所 以 a 的 次 数 为 3, 于 是 R(9) = R(a). fl а Е 
合 的 不 可 化 方程 为 

f(D = ва + gar — = 0. w 
W дз Z 0, 且 可 假定 g, > 0. 盖 若 不 然 , 则 因 一 “适合 

вереск ٣ وم‎ = д) = 0, 
ПКО) = R(a) = R( 一 a), 且 一 a 适合 (2) 式 及 (3) 式 ,所 以 不 妨 假定 g; > 0. 
由 根 与 系数 的 关系 
lm I=la Ha? Ha” |<3, 


,2 ا( ا (La‏ < ےد а=‏ 
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所 以 | gı |< 2,g; = 1. 最 后 只 须 求 出 z; 所 在 之 范围 ， 
в | =l aa? + аа 十 aoac | 
<l ata | 十 | ata” адо | 


Ча» аъ [+L a” ртт 
` maa ааа, 


所 以 | gs |< 4. 但 当 一 0 时 ,我 们 可 以 计算 得 | z: |< 3. ЖЖ a G = 1,2, 
3) 全 为 实数 , 故 或 则 三 者 同 号 ,或 则 其 中 有 二 者 同 号 ,而 与 另 一 异 号 . 对 于 第 一 种 情 
я, 

lm аа | 二 | aa” Ы аа 


<Че” lila? е” ЕЕ ОЕ ату ے‎ 





3, 
而 对 第 二 种 情形 ,不 妨 假定 wma? > 0, "a" < 0, 于 是 


| gs | <l aan + ata 十 aaam | 
< max(a "a , — a” (a 十 om)) 


<s 





亦 即 | g: |< 3. 

总 结 以 上 所 述 ,可 知 ,在 任 一 基数 A 适合 9 < A < 490, =0) &—23 < a < 
боз = D КА КО) 中 可 找到 一 整数 a, 使 R(9) = RC) ,而 a 满足 形 如 

а ма + e-1 0 

的 不 可 化 方程 ,其 中 | gi |< 2, | gi [KACH r+ = ОН, | gı |< 3). ОКН 
П АТОСА < 49(r; = 0) 或 一 23 < A 一 0 的 三 次 域 R(9), 内 须 考虑 
所 有 这 种 方程 即 可 . 但 这 种 方程 的 个 数 至 多 不 超过 45 个 (rs = 0 时 ,不 超过 35 个 )， 
HEM g = gs 时 ,方程 有 根 1, 当 ga 十 gz 十 2 二 0 时 ,方程 有 根 一 1, 对 于 这 种 情形 ， 
方程 为 可 化 , 故 不 必 考虑 . 又 因 zz — gaz + giz =1 二 0 的 根 为 Zz 一 gz* 十 giz 一 


1 = 0 的 根 的 倒数 ,而 RC) = R (Û ) , PELL C4 的 倒数 方程 也 就 不 必 考虑 . 因此 最 后 


只 须 考虑 27 个 (m = 0 时 为 18 个 ) 方程. 求 出 此 27 个 (或 18 个 ) 方程 的 根 9, 青 定 
出 ROOD 的 基数 , 即 得 表 ( [[ ) Ел = 3 的 结果 . 
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ийе 


公式 
Möbius Eê ~ 
Euler ~ 
Selberg ~ 
分 拆 





uniform distribution 


formula 


Mobius inversion ~ 


partition 
conjugate ~ 

selfconjugate ~ 

odd ~ 

graph of 一 

factorization decomposition 


自然 数 之 标准 ~ standard ~ of a natural number 


特征 的 标准 一 
方法 
Euler-Binet ~ 
Selberg ~ 
жй 
ийа ~ 
作 随 一 
伴随 模 一 
初等 变换 一 
сю ая ~ 
x= 


standard ~ of a character 
method 


square matrix 
diagonal matrix 
adjoint ~ 

adjoint unimodular ~ 
elementary 一 
(nonsingular ~ 


K 一 ,不 可 分 解 一 prime 一 


век 一 
单位 ~ 
* 
复合 一 
a~ 





standard prime ~ 
вый — 

composite ~ 
modular — 


однообразный распределение 


формула 


четное — 
vepren ~ 

npeactansenne 
каноническое — целых 
каноническое — характера. 


квадратная матрица 
`диагональная матрица 
"присоединения ~ 
присоединенная модулирния ~ 
элементарная 一 

(не) особеннан 一 

обратная ~ 

простая ~ 

нормальная простая 一 
нулевая ~ 


молулярная 一 


$10.12 
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i ИП 
形式 
~ 的 相似 标准 形 
normal form (of Smith) нормальная форма жил 
хв equation уравнение 
一 次 不 定 — linear diophantine 一 линейное неопределенное ~ эв 
二 次 不 定 ~ quadratic diophantine ~ 一 второй степени © двумя нензвестнымн $ 11,3 
Diophantus ~ ШИ 
Марков 一 sans 
Pell ~ ИШҮ] 
KPR inequality nepanencrno 
Bynanoncuni Schwarz 
518.7 
Holder ~ $20. 
Minkowski 一 $20. 
Selberg ~ юэ. 
а lemma ae 
Gauss ~ #32 
k tatio отношение 
交 一 cross ~ сложное ~ кзз 
五 mi 
对 合 involution  инволуция $13.2 
жей indeterminante неопределенный И] 
x vector чоо $131 
жи plane плоскость 
жив 一 сот комалексная 一 siaa 
六 Ш 
= пересечение ИШ 
因子 множитель, делитель 
жа ~ иизариаитный множитель #45 
初等 ~ elementary divisor элементарный делитель И 
重 一 multiple factor многократный множитель $4.6 
多 项 式 polynomial многочлен 
ae~ (irreducible ~ не)ириводямый 一 $1.13 
мй p ЖИН ~ irreducible ~ нетриюдиный 一 
ОВ РЖ) respect to modulus р по модулем p 84.5 
e~ integral valued ~ пелочисленный ~ 51.12 
次 数 degree renens 
KKK ~~ of an algebraic number ~ алгранческого числа $18.1 
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surface поверхность 
cubie ~ yersecas ~ ШЕП 
reonvergenee сходимость $15.6 
тех congruence сравнение 
一 次 一 linear — ~ первой степени §2.6 
高 次 一 ~ of higher degree ~ зысшей степени 2.8 
多 项 式 的 一 ~ of polynomials 84.3 
重 模 一 ~ respect to double modulus — по двонным модулям $47 
理想 数 的 ~ ~ with respect to modulus ideal ~ по модудям идеала $16.9 
HAR residue class класс вычета #22 
и» equivalent aaenr 517.1 


t Wm 


нях discriminant ажскриминаит siza 
“s~ fundamental ~ фундмектальый — nen 
判别 条 件 criterion критерий 
“MHZ ~~ for uniform distribution ~ для олнообризное распределение $10.12 
Euler ~ аз 
Legendre ~ 56.7 
Lucas! ~ + Lucas” test #1615 
RTR cofactor aonoawexwe S.2 
代数 一 algebraic ~ алгансон ~ баг 
系 (系统 ) эмет w 
ЖАНА — — complete residue ~ ~ полных вычетов #2 
特征 ~ ~ of characters ~ характеров в 
MOR — reduced residue ~ ~ приведенных вычетов $2.3 
райе ~ padie number ~ ~ радичаских чисел 115.5 


д ош 








ки length 
t- ror-euclidean ~ sasa 

ane theory of representation торел представлена sra 

жи function pann 
对 数 一  логарифмическан 一 85.2 
L. убываюшая 一 $5.8 
递增 一 increasing 一 позрастаюшая ~ $5.8 
Euler ~ 82.3 
特征 一 characteristie ~ apaspan ~ #22 
对 称 一 symmetrie 一 симметрическая 一 $7.10 
数论 一 arithmetical 一 арифметическая 一 86.1 


RE~ multiplicative ~ жультипликативная 一 $61 
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完全 积 性 ~ complete multiplicative ~ полная мультипликативная ~ кл 
Mobius ~ $6.1 
Von Mangold ~ $6.1 
除数 一 divisor 一 делителей 61 
иа ~ generating ~ полождаюшая ~ жын 
Riemann Zeta ~ §6.14 
issues ~ 89.1 
nan~ slowly decreasing ~ медленно убињюцая 一 жы 
вии 一 elliptic modular ~ аллиттическая модулирнан 一 вл 

表示 法 representation представленяе 
AR~ decomposition into partial fractions разложение а частных apot $8.4 
кайс 一 pradie representation р-эдическое npeacrennenne $15.1 

sum оа 
trigonometrie ~ тригонометрическая ~ 81.5 
Gn) complete ~ Сне noman ~ 87.7 
~ of equal powers И) 
#7.5 
«нене $49 
amc 
— = каноническом форме ШЕШ 
~ noaa 916.3 
целочисленный ~ #164 
теорема 
~ елинсттенности разложения #15 





Cauchy — 
Dirichlet ~ 
Eisenstein ~ 


Euler ~ 
Fermat ~ 
Gauss 一 
баша Ий ~ 
Hensel ~ 
Hermite ~ 
Hurwitz ~ 
Hilbert ~ 





prime number ~ 


Chinese remainder ~ 


~ law of reciprocity 


Ikehara ( 池 原 止 是 夫 ) 一 


Lagrange ~ 


Landau-Ostrowski Thue ~ 


Lindemann ~ 
Liouville ~ 
Littlewood ~ 
Mann ~ 


эсмматотический закон распределения 
простых чисел $9.1 
#па 
827 
$18.3 
sazo, 
#123 
#23 
$1.12 
$13 
ГЕ] 
515.9 
$17.56 
510.4 
$44 
ГЕ 
ат 
$17.5 
тт 
17.2 
$53 
ыз? 
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Mayer ~ бв 
Polya ~ $77 
Roth ~ А] 
Siegel ~ 17.3 
Sierpinski ~ 56.12 
Tauber № —  Tauberisn ~ ИЛ 
Thue ~ #4 
Waring Hilbert ~ ШАШ) 
Wilson ~ 529 
Wolstenholme 一 #210 
Виноградов ~ Seif? 
Ворной ~ $6.12 
Teangona ~ $17.8 
Гольбах — Шинрельнан 一 919.1, 819.3 
Горшков ~ йв 
Чебышев ~ 85.31 #5. в, 55.958 10,10 
Хини ~ $10.10 

imj 

нед identity пожать 
Euler ~ эы 
Jacobi ~ 

指数 index "ae зв 

А point зоча 
ж- fixed ~ желтая 一 913,2 
ии ~ reduced ~ pmentooaa 一 513.6 
AnG ~ ~ at infinity бесконечно улалёяная 一 вал 
в- lattice ~ nems 一 зз 

" form خخ‎ 

binary quadratic ~ Grupa каөдритичтин ~ fa 
reduced ~ приведенная ~ жюз? 
indefinite ~ неопределенные ~ $121 
positive (definite ) ~ положительные опрезельнные) ~ §12.1 
negative (definite) ~ отрицательные (определенные ~ И 
imprimitive ~ пеперыообразныя 一 siza 
primitive ~ ерекше — $12.4 
equivalent ~ оизнтизеитни ~ 21 
画 

me visibility елиместь 

ROD left igh) ~ anpasan) ~ S.7 
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жемі Eratosthenes” sieve method ТЯ 
原 根 Primitive root перзообразный корень $3.8; $4.10 
一 之 分 布 问题 distribution of 一 "распределение 一 87.9 
ЫШ norm норма. #149 
жш matrix w. Siaz 
特征 character характер #72 
主 ~ principal ~ ma ~ 572 
m~ primitive ~ перюобриный ~ 873 
жи ~ improper ~ пронзводный ~ тз 
实 一 real 一 действительный 一 87.3 
一 和 ~ sum сюе ~ ПА] 
mu problem проблем 
HIM ~ on sum of squares ~ от суммы квадратов авт 
Голыбах ~ йыз 
Hilbert 第 七 ~ the seventh ~ of Hilbert $17.6 
Prouhet ~ $18.1 
Waring — $18.1 
NARA circle 16.9 
Dirichlet 除数 ~ Dirichlet divisor 一 $6.12 
级 数 series ,progression рид прогрессия 
СПЕ whmetic 一 pmwervvecuan ~ 55.12 
ших 一 recurring power ~ периодический стеленный 一 $15.8 
Dirichlet ~ $6.14 
Lambert ~ $65 
Farey f Farey 一 $6.10 


и genus роз #12.6 
я sphere = 
Neumann ~ 
ж quotient частное $13.1 
完全 一 complete ~ теше ~ $10.2 
x field поле $4.11 
=к- quadratic ~ залран ~ $16.2 
nn 次 代表 数 — algebraic 一 of degree n алгебрайческое ~ порядка n $16.2 
单一 simple 一 простое 一 $16.14 
каве — euclidean ~ #1610 
ж ~ fundamental region фундаментальная область $13.6 
连 分 数 continued fraction цепная дробь $10.1 
и" - periodic ~ периодический ~ #10.6 
жж ay плотность 
p~ saa 


E~ positive ~ положительная 一 #191 











名 词 索引 * 567 + 
£~ real ~ `дебствительныя ~ вз 
理想 集合 ideal нел мл 
яй.им postulate, conjecture пастулат 
Bertrand ~ НЕ 
Fermat ~ +07 
жк constant постояныое 
Euler's ~ $s 817.6 
理想 数 ideal ms 
主 ~ principal ~ rama ~ 516.6 
x- prime 一 простой ~ #167 
符号 symbol твоя 
Jacobi ~ #26 
Kronecker ~ s123 
Legendre ~ saa 
T = в 
мя period период 87.7 
变换 之 一 — of transformation ~ opootpeaoenms кзг 
* set Comeencrmo 
和 一 Union of ~ pm 一 
w sorm hes 
лени ~ ~ of ideals ~ usa 
MARR interpolation formula жчтероолициониая формула 
最 大 公 因 数 greatest common divisor ций канболыний делитель 
РИТТЯ least common multiple общее nammenninee xpammos 
men geodesic геодезнческая линия 
ta association account 
E~ left ~ зеш ~ 
t~ right ~ pasan ~ 
" series,sequenee послеловательность 
Fibonacci ~ $10.1 
a~ fundamental ~ Фундаментальная ~ $15.6 
ran~ convergent ~ у-схоляшаяся ~ §15,6 
零 一 вый — зуземя 一 $15.6 
最 大 公约 式 (多 项 式 greatest common factor общий наибольший делитель iai 
之 一) (of polynomials) полиномою) 
最 小 公信 式 (多 项 式 least common multiple eee наименьшие делитель ПН 
z~ (of polynomials) (лолинонов) 
m order порядок. 
ЖЖЖ — order of infinity ~ бесконечности $51 
利 余 residue см 
С) ~ quadratic (nom) ~ xapan (ne) — 83.1 
RKG ~ — (nos) ~ of kth degree (ne) ~ степени k зв 
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项 term член 
Е successive 一 $6.10 
中 一 = зело 
+ 画 
ж trace след. 816.3 
М ноа рем 
Раны, — кы 
нак — pusana = sisa 
щн 一 proper ~ приведённое ~ fala 
E~ primary ~  перһоначальное — кы 
т group труппа 813.2 
Abelian ~ жып 
та 一 мет ~ د‎ зит 
жан ani usa б,в 
t 画 
LLES phical method графический метод. 48,5 
图 形 graph чертеж. 
аи — self-conjugate ~ самоспряженый ~ 88.5 
LECE S convergent подходящая дробь $10.1 
相似 equivalence эквивалентность 
实数 之 ~ ~ of real numbers — действительной чисел $10.5 
点 之 一 ~ of points ~ точек $13.6 
更 想 数 之 狭义 ~ ~ of ideals in narrower sense ~ идеала в узном смысле $16.13 
СЕЈ ~ with respect to modulus g ~ no модулем q #125 
а method of descent метод понижения ПИ 
та в 
в Si sei кы 
线性 一 linear form — ~ линейных форм. $14. 9 
模 方 阵 之 演出 元 素 — generator of modula matrices производитель модулярных метрии. $14.3 
数 number число. 
Fermat ~ $110 
ipa $10.5 
Мим ~ #110 
~ —- sasa 
分 一 fraction дробь $6.10 
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ms 一 пепривозимая дробь $6.10 
хт — irrational ~ иррациональное 一 #вло 
三 角 一 triangular ~ прнутольне ~ авз 
代数 一 algebraic ~ anreöganvecxoe ~ #161 
代数 条 — algebraic integer челое aaretpanwecxoe ~ S16.1 
自然 一 naturel ~ Pe sa 
жш 一 conjugate ~ conpamesnoe ~ S16.3 
完全 一 perfect ~ совершенное ~ #19 
四 一 divisor делитель л 
"~ odd К #12 
s~ real ~ кастене ~ зып 
来 一 prime ~ простое ~ $1.2 
信 一 multiple pe ы 
亲本 单位 一。 fundamental unit dyer na единица йып 
МОЖ discriminant af a field зокири mu поли §16.4 

~ не мелишевси на keaapaau ДИ 

w жы 

К йл 

Tawcaenaenroe ~ йл 

комплексное ~ ата 

саставе ~ #12 

“~ integer ~ к ~ пл 

BIME mathematical induction математическая индукция 5 

шея three pearls in the theory of numbers три жемчужины теория чел. И 

ми valuation ae їз? 

但 等 ~ identical ~ одинаков ~ #15.2 

рабе ~ puwa ~ з? 

HERI — Archimeders 一 515.3 

PENRY — nom-Archimede $15.3 

一 的 等 价 equivalence of ~ wawana ~ $15.3 
十 六 ii 

эл argument аргумент вл 

导数 derivative производная зав 

a produet произведение 
дих — 一 of matrices ~ ap s132 
变换 之 一 ~ of transformations ~ преобразований $13.2 

яж sieve method 
Bruns ~ $19.1 
Eratosthenes ~ эз 











* 570 + 数论 导 引 
++ ш 
ання моде» EERE ма 
re ae umn) 
代数 一 algebraic 一 алгебранческое 一 an 
有 理 数 之 一。 $~ of rational number system $ ~ системы рационального числа {15.6 
“~ pan набы їзє? 
s sine = san 
十 A Bi 
* аы = 
жт 一 ideal ~ ~ macaan $16.12 
кес өй) 
PERM twin primes napa близнецов. #19.5 
变换 trrnsformation преобразование. 
жак 一 ~ of finite order 一 конечного порядка $13.2 
单位 一 identical 一 тождественное 一 $13.2 
初等 ~ elementary 一 элементатное 一 ч! 
№ ~ inverse 一 ‘обратное ~ 813.1 
双 曲 一 hyperbolic 一 типерболическое 一 $13.2 
LL elliptic ~ Эллиптическое ~ $13.2 
抛物 一 parabolice ~ параболическое ~ 513.2 
жил 一 ioxodromic — локсодромические 一 813.2 
一 之 行列 式 determinant of — ‘определитель 一 $13.2 
Mobius ~ Mobius” sea 
Mobius J ~ Ма" inverse transform жыз 


+з. 
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